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效 子 版 权 声 明 


图 灵 社 区 的 电子 书 没有 采用 专 有 
客户 端 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 
用 自己 喜欢 的 浏览 器 和 PDF 阅读 
器 进行 阅读 。 

但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 
用 ， 未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 


我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 民 
知 和 觉悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 
产权 。 

如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 
能 对 该 用 户 实施 包括 但 不 限于 关 
闭 该 帐号 等 维权 措施 ， 并 可 能 追 
究 法 律 责任 。 


“非常 优秀 的 一 本 书 …… 我 预测 ， 这 本 
书 必 将 成 为 其 所 在 领域 的 杰作 。” 

—— Victor J. Katz (美国 著名 的 数学 史 
学 家 ) 


“一 本 奇妙 的 著作 ! 内 容 是 那么 吸引 人 ， 
阐述 清晰 ， 容 易 理 解 …… 从 事 数 学 和 历史 研 
究 的 人 ， 都 可 以 从 中 吸收 非常 有 趣味 的 内 容 ， 
学 到 非常 有 意义 的 数学 知识 。” 

一 一 Judith V. Grabiner (美国 著名 的 数 
学 史学 家 ) 


“在 所 有 论述 数学 发 展 的 著作 中 ， 这 是 
我 所 读 过 的 最 佳作 品 之 一 ，Dunham 用 自己 的 
话 详细 地 呈现 出 一 流 的 数学 巨匠 们 的 思想 脉 
络 ， 但 是 每 种 新 思想 又 都 是 用 现代 术语 和 符 
号 描述 的 ， 所 以 我 读 起 来 绝对 不 会 有 困难 。 
此 外 ， 整 本 书 组 织 严密 ， 令 人 称道 ， 其 情节 
跌宕 起 伏 ， 宛 如 一 个 侦探 故事 。” 

一 一 Henry O. Pollak ( 美 籍 奥地利 数学 
家 ， 哥 伦比 亚 大 学 师范 学 院 教授 ) 
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本 书 介 绍 了 十 多 位 优秀 的 数学 家 : 牛顿 、 莱 布 尼 茨 、 伯 努 利 兄弟 、 欧 拉 、 
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介绍 了 历史 上 的 车 干 杰作 (重要 定理 )， 优 雅 地 呈现 了 微 积分 从 创建 到 完善 的 漫 
长 、 曲 折 的 过 程 。 

本 书 兼 具 趣味 性 和 学 术 性 ， 对 基础 知识 的 要 求 很 低 ， 可 作为 本 科 生 、 研 究 
生 和 数学 工作 者 的 微 积分 补充 读物 ， 更 是 数学 爱好 者 的 佳肴 。 
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20 世纪 杰出 的 数学 家 约翰 。 冯 “ 诺 伊 曼 (1903—1957) 在 论述 微 积 
分 时 写 道 :“ 微 积分 是 现代 数学 取得 的 最 高 成 就 ,对 它 的 重要 性 怎样 估计 
也 是 不 会 过 分 的 。 ^ 

今天 ， 在 微 积分 出 现 3 个 多 世纪 之 后 ， 它 依然 值得 我 们 这 样 赞美 。 
微 积分 任 如 一 座 桥梁 ， 它 使 学 生 们 通过 它 从 基础 性 的 初等 数学 走向 富 于 
挑战 性 的 高 等 数学 ， 并 且 面 对 令 人 眼花 练 乱 的 转换 ， 从 有 限量 转向 无 限 
量 ， 从 离散 性 转向 连续 性 ， 从 肤浅 的 表象 转向 深刻 的 本 质 。 所 以 ， 英 语 
中 通常 在 微 积分 一 词 calculus 前 面 郑重 地 加 上 定 冠 词 “the”， 冯 “ 诺 伊 曼 
在 上 述评 价 中 就 是 这 样 做 的 。“the calculus”( 微 积分 ) 这 种 称谓 同 “the 
law”( 定 律 ) 相似 ， 用 “the” 特 指 微 积分 是 一 个 浩如烟海 的 、 独 立 存 在 
且 令 人 敬 睛 的 科目 。 

一 如 任何 重要 的 智力 探索 过 程 ， 微 积分 有 着 五 彩 斑 澜 的 发 展 史 和 光 
怪 陆 离 的 史前 史 。 西 西里 岛 锡 拉 丘 兹 城 的 阿 基 米 德 (大约 公元 前 287 一 
公元 前 212) 曾 用 我 们 现在 所 知 的 一 种 最 早 的 方法 求 出 某 些 几 何 图 形 的 
面积 、 体 积 和 表面 积 。 在 漫长 的 800 余年 后 , 法 国 数学 家 皮 埃 尔 德 ， 费 
马 (1601 一 1665) 采用 一 种 非常 现代 的 方法 确定 了 曲线 的 切线 斜率 和 曲 
线 下 面 区 域 的 面积 。 他 们 以 及 其 他 许 许多 多 著名 的 前 辈 数 学 家 们 把 微 积 
分 推 上 了 历史 舞台。 

不 过 ， 这 不 是 一 本 描写 数学 先驱 们 的 书 。 不 言 而 喻 ， 微 积分 在 很 大 





















































(D John von Neumann, Collected Works, vol.1, Pergamon Press, 1961, p.3, 
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程度 上 应 归功 于 以 往 的 数学 家 ， 恰 如 现代 艺术 在 很 大 程度 上 应 归功 于 过 
去 的 艺术 家 一 样 。 但 是 ， 一 座 专题 博物 馆 一 一 例如 现代 艺术 博物 馆 一 一 
并 不 需要 用 一 间 又 一 间 陈 列 室 去 展览 对 后 世 有 影响 的 前 现代 艺术 作品 。 
就 是 说 ， 这 样 一 种 博物 馆 的 展览 可 以 从 中 期 开始 。 所 以 ， 对 于 展示 微 积 
分 创建 的 历程 ， 我 想 也 可 以 这 样 做 。 

因此 ,我 将 从 17 世纪 的 两 位 学 者 艾 萨 克 “ 牛 顿 (1642—1727) fux 
特 弗 里 德 。 威廉" 莱 布 尼 茨 (1646 一 1716) 开始 ， 正 是 他 们 两 人 促成 了 
微 积分 的 降生 。 MJERE 1684 年 的 一 篇 论文 中 率先 发 表 了 他 的 研究 成 
R, 文章 的 标题 中 包含 一 个 拉丁 词 calculi (一 种 计算 系统 )， 这 个 词 后 来 
就 用 来 指 代 这 门 新 生 的 数学 分 支 。 第 一 本 教科 书 在 十 几 年 之 后 面世 ， 微 
积分 (the calculus) 的 名 称 在 书 中 被 确定 下 来 。 

其 后 几 十 年 ， 其 他 几 位 数学 家 先 承接 了 挑 成 。 在 这 些 先驱 者 中 ， 最 
杰出 的 人 物 当 推 雅 各 布 。 伯 努 利 (1654—1705) 和 约翰 。 伯 努 利 〈1667 
—1748) 兄弟 二 人 ,以 及 举世 无 双 的 羔 昂 哈 德 。 欧 拉 (1707—1783). 在 
他 们 的 研究 成 果 中 有 成 千 上 万 的 页 面 涉及 最 高 品位 的 数学 ， 研 究 范 围 扩 
展 到 包罗 极限 、 导 数 、 积 分 、 无 穷 序 列 、 无 穷 级 数 以 及 其 他 许 许多 多 主 
题 在 内 的 各 个 方面 。 这 个 四 处 延伸 的 题材 带 有 一 个 称 为 “分 析 学 ”的 总 
标题 。 

由 于 复杂 性 的 日 益 增 加 , 有 关 基 本 逻辑 的 各 种 困难 问题 也 接 哑 而 至 。 
尽管 微 积分 强大 有 力 又 具有 实用 价值 ， 但 是 它 建立 在 一 种 不 牢靠 的 基础 
之 上 。 这 使 数学 家 们 认识 到 , 需要 按照 欧 几 里 得 几何 的 模型 , 采用 一 种 精 
确 和 严格 的 方式 重建 这 门 学 科 。 这 样 一 项 紧迫 的 任务 是 由 19 世纪 的 分 析 
学 家 奥古斯丁 “路 易 。 柯 西 (1789 一 1857) 、 格 奥 尔 格 。 弗 雷 德里 希 * 贝尔 
"$E e $25 (1826 一 1866)、 约 巷 夫 。 刘 维尔 (1809 一 1882) fI ^R * 88 
尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) 完成 的 。 这 几 位 数学 大 师 以 前 所 未 有 的 热忱 
工作 着 ， 他 们 不 辞 艰辛 ， 确 切 地 定义 了 所 用 的 术语 ， 并 且 一 一 证 明了 到 
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那 时 为 止 被 数学 界 之 无 争议 地 接受 的 各 种 结果 。 

但 是 , 一些 问 题 的 解决 ， 推 天 了 另外 一 些 问题 的 大 门 一 一 这 是 在 科 
学 发 展 中 经 常 发 生 的 事情 。 在 19 世纪 下 半 叶 ， 数 学 家 们 利用 这 些 逻 辑 上 
严密 的 工具 构造 出 大 量 奇特 的 反例 ,对 它们 的 认识 让 分 析 学 具有 了 空前 的 
普遍 性 和 抽象 性 。 我 们 从 格 奥 尔格 ， 康 托 尔 (1845 一 1918) 的 集合 论 以 及 
后 来 的 维 托 ，。 沃 尔 泰 拉 〈1860 一 1940) 、 勒 内 "贝尔 (1874—1932) 和 部 
F e $A (1875—1941) 等 学 者 的 成 就 中 ， 可 以 明显 看 出 这 种 趋势 。 

到 20 世纪 初 , 分 析 学 已 经 汇聚 成 包含 无 数 概 念 、 定 义 、 定 理 和 实例 
的 一 座 宝库 一 一 并 且 发 展 为 一 种 独 具 特 色 的 思维 方式 ， 因 此 确立 了 它 作 
为 一 个 至 高 无 上 的 数学 体系 的 地 位 。 

我 们 要 从 这 座 宝库 中 取出 一 批 样品 ， 目 的 是 考察 上 面 提 到 的 那些 数 
学 家 获得 的 成 果 ， 并 且 以 一 种 忠实 于 原貌 同时 又 让 当今 读者 能 够 理解 的 
方式 展现 出 来 。 我 将 探讨 那些 能 够 说 明 微 积分 在 其 形成 年 代 的 发 展 状况 
的 定理 ， 认 识 那 些 最 卓越 的 天 才 创 建 者 们 。 简 言 之 ， 本 书 是 一 部 翻 开 这 
段 令 人 神往 的 历史 的 “重要 定理 ” 集 。 

为 了 达到 这 个 目标 ， 我 仅 限 于 介绍 少数 有 代表 性 的 数学 家 的 工作 。 
首先 我 要 坦诚 披露 :对 于 人 物 的 安排 是 由 本 人 的 鉴赏 倾向 决定 的 。 本 书 
收入 像 牛顿 、 柯 西 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 这 样 一 些 数学 家 ， 他 们 会 出 现在 任何 
一 本 类 似 的 书 中 。 选 入 另外 一 些 数学 家 ， 如 刘 维 尔 、 沃 尔 泰 拉 和 贝尔 等 
人 ， 更 多 地 是 出 于 我 个 人 的 喜好 。 至 于 其 他 一 些 数学 家 ， 如 高 斯 、 波 尔 
查 诺 和 阿 贝尔 ， 他 们 则 不 在 我 的 考虑 之 列 。 

同样 ， 我 讨论 的 某 些 定理 是 数学 文献 的 所 有 读者 都 熟知 的 ， 尽 管 它 
们 原 有 的 证 明 对 于 不 精通 数学 史 的 人 而 言 是 离奇 的 。 莱 布 尼 茨 1673 ER 
于 “ 汪 布 尼 蒋 级 数 ” 几 乎 不 被 人 们 承认 的 推导 ， 以 及 康 托 尔 1874 年 关于 
连续 统 不 可 数 性 的 鲜 为 人 知 的 首次 证 明 ， 就 属于 这 种 情况 。 另 外 一 些 定 
理 虽然 在 数学 上 是 司空 见 惯 的 ， 但 是 很 少 出 现在 现代 教科 书 中 一 一 这 里 
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我 所 指 的 是 像 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 的 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 函数 的 结果 ， 
当 他 在 1872 年 把 这 个 结果 提交 给 柏林 科学 院 时 引起 了 数学 界 的 震惊 。 至 
于 我 的 某 些 选择 ， 我 承认 ， 是 十 分 怪异 的 。 例 如 书 中 包含 欧 拉 对 积分 
于 四 办 qr 的 合 值 ， 这 不 过 是 为 了 展现 这 位 数学 家 在 分 析 学 方面 的 


o dnx 
奇才 。 

书 中 的 每 一 个 结果 , 从 牛顿 的 正弦 级 数 的 推导 , 到 伽 玛 函数 的 表示 ， 
再 到 贝尔 的 分 类 定理 ， 都 处 于 所 在 时 代 的 研究 前 沿 。 总 的 说 来 ， 它 们 记 
录 了 分 析 学 随 着 时 间 的 演进 过 程 ， 以 及 参与 者 们 在 风格 上 和 实质 上 的 变 
化 。 这 种 演进 是 引 人 瞩 目的 ,因为 可 以 将 勒 贝 格 1904 年 的 一 个 定理 同 莱 
布 尼 医 1690 年 的 一 个 定理 之 间 的 差别 , 比拟 为 现代 文学 同 英 国 古典 英雄 
史诗 《 贝 奥 武 甫 》 之 间 的 区 别 。 尽 管 如 此 ， 我 仍然 相信 每 个 定理 都 显示 
出 值得 我 们 关注 其 至 赞美 的 独创 性 一 一 这 一 点 是 至 关 重要 的 。 

自然 ， 打 算 凭 借 考 察 儿 个 定理 来 刻画 分 析 学 的 特征 ， 犹 如 试图 通过 
采集 儿 点 雨滴 来 描绘 一 场 雷 十 的 特征 , 所 表达 的 观念 不 可 能 全 面 。 为 了 担 
负 这 样 一 项 任务 ， 作 者 必须 采纳 某 些 恰当 的 限制 作为 准则 。 

我 的 准则 之 一 是 避免 贪 大 求全 ， 去 写 一 部 描写 分 析 学 发 展 进 程 的 全 
面 的 历史 书 。 无 论 如 何 ， 这 是 一 项 过 于 宏大 的 任务 ， 何 况 已 经 出 版 了 许 
多 论述 微 积分 发 展 的 若 作 。 我 所 喜爱 的 一 些 书籍 已 在 正文 中 明确 提出 ， 
或 者 作为 资料 列 入 参考 文献 。 

第 二 条 准则 是 把 多 元 微 积 分 和 复 分 析 排除 在 外 。 这 样 做 或 许 是 一 种 
令 人 遗憾 的 选择 ， 不 过 我 相信 和 是 正确 的 。 据 此 把 这 本 书 的 内 容 被 置 于 基 
种 可 以 控制 的 范围 内 ， 从 而 增添 叙述 的 连贯 性 。 此 种 限制 同时 把 对 读者 
背景 的 要 求 降低 到 最 低 程度 ， 因 为 一 本 只 讨论 一 元 实 分 析 的 书 ， 能 够 理 
解 它 的 读者 将 是 最 广泛 的 。 

这 就 提出 预备 知识 的 问题 。 针 对 本 书面 对 的 读者 ， 我 写 进 许多 技术 
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细节 ， 所 以 只 要 具备 最 基本 的 数学 知识 就 能 理解 书 中 的 定理 。 某 些 早期 
的 结果 要 求 读者 有 毅力 看 完 不 止 一 页 的 代数 运算 。 至 于 后 期 的 某 些 结果 
则 需要 纯粹 抽象 的 判别 能 力 。 一 般 而 言 ， 我 不 会 对 数学 上 缺乏 勇气 的 人 
推荐 此 书 。 

同时 ， 为 力求 达到 简明 扼要 ， 同 一 本 标准 的 教科 书 不 同 ， 我 采用 比 
较 随意 的 写法 。 我 的 本 意 是 想 让 这 本 书 对 于 那些 或 多 或 少 具备 大 学 数学 
程度 的 读者 ， 或 者 那些 没有 被 随处 可 见 的 积分 或 8 符号 吓 倒 的 读者 来 
说 , 更 容易 接受 。 我 的 目标 是 使 预备 知识 刚好 够 用 于 理解 所 述 主题 , 但 
是 又 不 能 再 少 。 要 是 不 这 样 做 ， 将 会 使 内 容 索 然 寡 味 ， 无 法 达到 我 的 更 
大 目标 。 

所 以 说 这 首先 不 是 一 本 数学 家 的 传记 ， 也 不 是 一 部 微 积分 的 历史 ， 
更 不 是 一 册 教 科 书 。 事 实 上 ， 尽 管 在 书 中 我 有 时 记述 传记 材料 ， 有 时 探 
讨 某 个 主题 同 另 一 个 主题 之 间 的 联系 的 历史 ， 而 且 有 时 也 采用 教科 书 的 
方式 介绍 新 奇 的 〈 或 者 久 已 被 遗忘 的 ) 概念 ， 我 仍 要 指出 这 一 点 。 不 过 
我 最 初 的 动机 是 很 简单 的 : 同 读者 分 享 分 析 学 的 丰富 历史 中 为 人 们 喜 闻 
乐 见 的 某 些 结果 。 

同时 ， 这 引起 我 作 最 后 一 点 说 明 。 

在 多 数学 科 中 存在 着 一 种 传统 ， 那 就 是 研究 卓越 的 先驱 们 的 主要 车 
作 ， 那 些 先驱 乃 是 学 科 领 域 中 被 称 为 “大 师 ” 的 杰出 人 物 。 学 文学 的 学 
生 要 拜读 诗人 和 剧 作家 莎士比亚 的 作品 ， 习 音乐 的 学 生 需 聆听 作曲 家 巴 
赫 的 乐曲 。 然 而 在 数学 界 ， 如 果 说 这 样 一 种 传统 不 是 完全 没有 的 话 ， 那 
么 至 少 也 是 非常 罕见 的 。 本 书 是 想 使 这 种 局 面 得 以 改观 。 不 过 我 不 打算 
把 它 写 成 一 部 微 积分 的 历史 ， 而 必须 把 它 作 为 展示 微 积分 宏伟 画卷 的 陈 
列 室 。 

为 了 这 一 目的 ， 我 汇集 了 若干 杰作 ， 只 不 过 它们 不 是 绘画 大 师 伦 过 ” 
朗 或 者 凡 高 创作 的 油画 ， 而 是 欧 拉 或 者 黎 曼 证 明 的 定理 。 这 样 一 座 陈 列 
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室 或 诈 有 一些 独特 之 处 ， 但 是 它 的 目标 同一 切 有 价值 的 博物 馆 一 样 : 成 
为 一 座 优异 的 知识 宝库 。 
像 任何 陈列 室 一 样 ， 这 座 陈列 室 的 藏品 中 仍然 存在 空白 。 也 像 任何 





陈列 室 一 样 ， 这 月 


EE 陈列 室 不 可 能 为 人 们 希望 展 出 的 所 有 收藏 品 提 供 足 够 





的 空间 。 虽 说 有 这 些 局 限 性 ， 但 是 当 一 位 参观 者 离 去 时 ， 他 必然 会 对 天 
才 人 物 们 充满 感激 之 情 。 同 时 ， 那 些 倘 笠 于 展品 之 间 的 人 们 将 从 最 终 的 
分 析 学 中 体验 到 数学 中 最 深奥 的 想象 力 。 


译 者 F 


伟大 的 思想 家 恩格斯 曾经 精辟 地 指出 :“ 在 一 切 理论 成 就 中 , 未 必 有 
什么 像 17 世纪 下 半 叶 微 积 分 的 发 明 那 样 被 看 成 人 类 精神 的 最 高 胜利 
了 。”20 世纪 最 著名 的 数学 家 之 一 四“ 诺 伊 曼 称 “ 微 积 分 是 现代 数学 取 
得 的 最 高 成 就 ， 对 它 的 重要 性 怎样 估计 也 是 不 会 过 分 的 。 

微 积 分 的 思想 可 以 追 湖 到 久远 的 古代 , 从 两 千 多 年 前 一 直到 中 世纪 ， 
东西 方 不 断 有 人 试图 用 某 种 分 割 的 策略 解决 像 计 算 面 积 和 求 切线 这 样 的 
问题 。 但 是 ， 这 种 方法 必须 面 对 如 何 分 割 和 分 割 到 什么 程度 的 问题 ， 也 
就 是 人 们 后 来 才 意识 到 的 难以 捉摸 的 “无 穷 小 ” 量 和 “极限 ”过 程 的 问 
题 。 人 们 经 历 了 漫长 的 岁月 也 终究 未 能 取得 突破 。 最 后 ， 牛 顿 和 羔 布 尼 
奖 这 两 位 先驱 在 前 人 工作 的 基础 上 创立 了 微分 法 和 积分 法 ， 并 且 发 现 它 
们 是 一 种 对 立 统一 的 方法 (这 种 对 立 统 一 表现 为 微 积分 “基本 定理 ”)， 
再 经 伯 努 利 兄弟 和 欧 拉 的 改进 、 扩 展 和 提高 ， 上 升 到 了 分 析 学 的 高 度 。 
早期 的 微 积分 由 于 缺乏 可 靠 的 基础 ， 很 快 陷 入 深重 的 危机 之 中 。 随 后 登 
上 历史 舞台 的 数学 大 师 柯 西 、 黎 曼 、 刘 维尔 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 挽 危难 于 既 
倒 ， 赋 了 予 了 微 积分 特别 的 严格 性 和 精确 性 。 然 而 ， 随 着 应 用 的 扩大 和 深 
化 ， 各 种 复杂 和 深奥 的 问题 层出不穷 ， 不 断 在 分 析 学 界 引 起 混乱 ， 导 和 致 
微 积 分 再 度 走 向 危机 。 到 这 时 ， 数 学 家 们 才 发 现 ， 严 格 性 与 精确 性 其 实 
只 解决 了 逻辑 推理 本 身 这 个 基础 问题 ， 而 逻辑 推理 所 依存 的 理论 基础 才 
是 更 根本 也 更 难 解决 的 问题 。 最 终 ， 当 现代 数学 天 才 康 托 尔 、 沃 尔 泰 拉 、 
贝尔 和 勒 贝 格 把 严格 性 与 精确 性 同 集合 论 与 艰深 的 实数 理论 结合 起 来 以 
后 ， 创 建 微 积 分 的 过 程 才 终于 到 达 终 点 。 
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本 书 把 建立 微 积分 的 崎 岂 历 程 中 发 生 的 重大 事件 和 出 现 的 杰出 人 
物 ， 一 一 展现 在 读者 面前 。 不 过 ， 作 者 的 意图 不 在 于 单纯 地 叙述 历史 ， 
也 不 在 于 讲解 微 积分 知识 和 描绘 数学 家 的 传奇 故事 ， 而 是 要 展现 创建 微 
职 分 的 过 程 中 的 思想 ， 揭 示 曲 折 的 过 程 和 最 终 的 结果 之 间 的 必然 联系 ， 
不 仅 让 读者 领略 到 大 师 们 所 取得 的 那些 不 可 企及 的 成 就 ， 更 让 读者 体会 
到 他 们 付出 的 艰辛 劳动 。 

作者 William Dunham 教授 是 知名 的 数学 图 书 作家 ， 写 过 不 少 优秀 的 
高 端 数 学 科学 读物 ， 曾 经 荣获 很 多 重要 奖项 。 
在 本 书 翻译 中 ， 我 们 力求 减少 差错 和 保持 原 书 格调 ， 但 是 限于 我 们 
自身 的 专业 修养 和 文字 水 平 , 加 上 书 中 涉及 大 量 史料 和 多 种 文字 的 引文 ， 
玻 误 之 处 在 所 难免 ， 不 当 之 处 ， 敬 请 读者 指正 。 
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本 书 是 在 称 伦 堡 学 院 1932 级 讲座 教授 基金 资助 下 写成 的 。 我 非常 感 
谢 穆 伦 堡 学 院 给 我 提供 这 次 机 会 ， 同 样 感谢 Tom Banchoff (布朗 大 学 )、 
Don Bonar (FERK), Aparna Higgins ( 代 顿 大 学 ) 和 Fred Rickey 
(西点 军校 ) 支持 我 的 基金 申请 。 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ,我 得 到 计算 机 奇才 Bill Stevenson 的 大 力 帮助 ， 
称 伦 堡 学 院 数学 科学 系 的 朋友 和 同事 们 也 易 力 相助 ， 他 们 是 George 
Benjamin, Dave Nelson, Elyn Rykken, Linda McGuire, Greg Cicconetti ， 
Margaret Dodsen, Clif Kussmaul, Linda Luckenbill 以 及 新 近 退 休 的 John 
Meyer， 作 为 我 的 坚强 后 盾 ， 他 们 从 开始 就 对 这 个 项 目 寄予 厚望 。 

在 本 书 的 写作 中 我 用 到 了 称 伦 堡 学 院 Trexler 图 书馆 的 资料 , 该 馆 工 
作 人 员 Tom Gauphan, Martha Stevenson 和 Karen Gruber 给 予 我 非常 有 价 
值 的 帮助 。 我 还 利用 了 李 交 大 学 Fairchild-Martindale 图 书馆 以 及 普 林 斯 
顿 大 学 Fine Hall 图 书馆 的 珍贵 藏书 。 
在 这 项 重要 工作 中 , 家 人 是 我 动力 的 源泉 ,他 们 给 予 我 特别 的 支持 ， 
在 此 我 要 对 Brendan 和 Shannon， 对 我 的 母亲 ， 以 及 对 Ruth Evans, Bob 
Evans 和 Carol Dunham 深 致 爱 意 和 感激 之 情 。 

我 还 要 感谢 南方 大 学 的 法 语 教 授 George Poe， 他 在 排查 费解 图 形 时 
所 做 的 探测 工作 足以 令 奥古斯丁 * 杜 邦 感到 羔 暮 "。 同样 要 感谢 韦 斯 特 蒙 
特大 学 的 Russell Howell， 他 再 次 证 明了 ， 要 是 没有 成 为 一 位 杰出 的 数学 
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教授 的 话 ， 他 也 可 以 成 为 一 名 优秀 的 数学 编辑 。 
在 把 我 的 手稿 转变 成 书 的 过 程 中 ， 应 该 感谢 几 位 参与 者 。 他 们 中 有 
Alison Kalett, Dimitri Karetnikov, Carmina Alvarez, Beth Gallapher 和 Gail 
Schmitt， 尤 其 是 普林斯顿 大 学 出 版 社 高 级 数学 编辑 Vikie Kearn， 她 非常 
专业 和 友好 地 监督 了 整个 过 程 。 

最 后 , 要 感谢 我 的 妻子 和 同事 Penny Dunham, 她 为 本 书 制作 了 插图 ， 
并 对 书 的 内 容 选择 提出 了 有 益 的 建议 。 她 的 参与 使 本 书 的 写作 得 以 顺利 
完成 ， 而 她 的 出 现 则 让 我 们 共度 的 35 个 春秋 变 得 非常 愉快 。 
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ES S 
EX 


pew * 牛顿 (1642—1727) 


艾 萨 克 。 牛顿 不 但 是 数学 上 的 开创 性 人 物 ， 而 且 是 整个 西方 思想 史 
上 举足轻重 的 人 物 。 当 他 出 生 时 ， 科 学 尚未 确立 对 中 世纪 迷信 至 高 无 上 
的 统治 地 位 ， 而 在 他 去 世 时 ， 理 性 时 代 已 经 步 和 人 全 盛 时 期 。 这 一 不 同 寻 
常 的 转变 在 一 定 程度 上 应 归功 于 他 的 贡献 。 

作为 数学 家 ， 牛 顿 被 推崇 为 微 积分 或 者 他 为 之 命名 的 “ 流 数 术 ”的 
创立 者 。 微 积分 的 起 源 要 追溯 到 17 世纪 60 年 代 中 期 ， 那 时 牛顿 还 是 剑 
桥 大 学 三 一 学 院 的 一 名 学 生 。 在 那里 牛顿 专心 研究 勒 内 。 笛 卡 儿 (1596 
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一 1650) 、 约 翰 " 沃 利 斯 (1616 一 1703) 以 及 三 一 学 院 第 一 位 卢 卡 斯 数学 
did e s * ELE (1630—1677) 这 样 一 些 先 驱 们 的 著作 ， 但 是 很 快 他 
就 发 现 自己 进入 了 一 个 从 未 有 人 涉足 的 领域 。 在 接 下 来 的 几 年 中 ， 和 牛顿 
永远 地 改变 了 数学 的 面貌 ， 传 记 作 家 Richard Westfall 把 他 这 几 年 描绘 为 
一 个 “光芒 四 射 的 活动 ”时 期 。 呈 到 1669 年 ， 巴 罗 本 人 将 他 的 这 位 继任 
者 和 同事 形容 为 “我 们 学 院 的 一 位 同伴 ， 非 常年 轻 ……， 但 却 是 一 位 具 
有 非 几 天 赋 和 卓越 才能 的 人 物 ”。" 
在 本 章 ， 我 们 来 考察 一 下 和 牛顿 早期 的 如 下 儿 个 成 就 :将 某 些 表达 式 
转换 为 无 穷 级 数 的 广义 二 项 展开 式 ， 求 无 穷 级 数 的 逆 级 数 的 方法 ， 以 及 
确定 曲线 之 下 的 面积 的 求 积 法 则 。 最 后 我 们 介绍 一 个 尺 人 的 结果 ， 即 一 
个 角 的 正 汞 的 级 数 展开 。 关 于 二 项 展开 式 的 最 早 描述 出 现在 他 回答 莱 布 
尼 茨 询问 的 《前 信 》 中 ， 那 是 在 他 完成 最 初 的 研究 工作 很 久 以 后 。 本 章 
其 他 素材 来 自 牛顿 1669 年 的 论著 《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》， 这 本 
著作 通常 简称 为 《分 析 学 》。 

尽管 本 章 仅 限于 讨论 牛顿 早期 的 工作 ,但 是 需要 指出 ， 牛 顿 “早期 
的 工作 ”几乎 总 是 超越 其 他 任何 人 深思 熟 虑 的 工作 。 


广义 二 项 展开 式 


截至 1665 年 ， 牛 顿 已 经 发 现 将 二 项 式 展开 (他 的 说 法 是 “化 简 ”) 
成 级 数 的 简单 方法 。 对 他 而 言 ， 这 种 化 简 不 仅 是 用 另 一 种 形式 重建 二 项 
式 的 手段 ， 同 时 也 是 通 向 流 数 术 的 大 门 。 这 个 二 项 式 定理 是 牛顿 众多 数 
学 发 明 的 起 点 。 

正如 《前 信 》 所 述 ， 眼 前 的 问题 是 化 简 二 项 式 (P+ PO)”， 而 不 管 






























































O 为 答复 莱 布 尼 茨 的 有 关 询 问 ， 牛 顿 在 1676 年 先后 两 次 致 信 英 国 星 家 学 会 秘书 H. 
奥 尔 登 堡 ， 分 别称 为 《前 信 》 和 《后 信 》， 在 《前 信 》 中 追 述 了 对 二 项 式 定 理 的 原 
始 推 导 和 思路 。 译 者 注 
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m/n“ 是 整数 还 是 分 数 ， 或 者 是 正 数 还 是 负数 ”。 在 人 们 对 指数 还 非常 
HEBES, 这 本 身 是 一 个 非常 大 胆 的 思想 , 那 时 牛顿 首次 强调 “用 a ， 
a’, a XE Va , Ya, Ja, Ha',a?,a?ftl/a,Vaa, Va? ", Pl 
显然 ， 当 时 的 读者 需要 适当 的 提示 。 

牛顿 不 但 发 现 了 像 (1+x) 这 样 基本 的 二 项 式 的 展开 形式 ， 而 且 发 现 


rre 二 项 式 的 展开 形式 。 正 如 牛顿 向 莱 


(1+x 
布 尼 茨 解释 的 那样 ， 这 种 化 简 服 从 规则 
(P+ PQ)" = P”” HS a9 P Tt» 
n 2n 
A (1) 
3n 4n 
其 中 4,，B，C,… 分 别 代表 前 一 项 ,我 们 将 在 下 面 举例 说 明 。 这 就 是 著名 


的 牛顿 二 项 式 展开 式 ， 虽 然 这 种 形式 或 许 是 新 奇 的 。 
牛顿 给 出 Ve ee - [eee (e) 的 例子 ,在 这 个 例子 中 P=e”， 











2 


Q-—,m-1,n-2, Wit, 
C 
Je? ex? -6y^ at gi zl C= spe ss 
4.795 120 507 4e 
为 了 确定 4, B, C 及 其 他 系数 ,我 们 可 以 利用 它们 都 表示 前 一 项 的 事 
实 。 于 是 ，4=(c) =c, 给 出 








同样 ， 8 表示 前 一 项 ， 即 B= 元 ， 由 此 得 到 


x? 4 1 2 2 
Je x =c+2 zc E n EE 


2 c 880 2 c 8 c 


用 类 似 的 代入 得 到 C = m. 然后 得 到 DD = 。 以 这 种 方式 从 左 到 右 
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继续 推导 ， 和 牛顿 得 到 
未 二 一 可 NES d x 5x? 
c +x =c+ 一 一 一 十 - Te 
2c 8c 16c 128c 
显然 ， 这 种 方法 有 一 点 递归 的 味道 : 从 x 的 系数 求 出 x 的 系数 ,而 
欲求 x* 的 系数 需要 知道 x* 的 系数 , 依 此 类 推 。 虽然 现代 的 读者 可 能 习惯 
于 二 项 式 定理 的 直接 表述 , 但 是 牛顿 的 递归 表示 具有 无 可 争辩 的 吸引 力 ， 
因为 当 用 前 一 项 来 计算 后 一 项 的 数值 系数 时 , 可 以 使 计算 过 程 得 以 简化 。 
为 明确 起 见 ， 简 单 的 方法 是 用 由 己 和 2 表示 的 4, B, C, … 的 等 价 表 
ARREA, B ，C ,…， 然 后 约 去 式 0) 两 端的 公 因子 P””， 就 获得 现 
在 的 公式 : 























牛顿 将 这 种 简化 比 作 是 从 平方 根 到 无 穷 小 数 的 转换 ， 并 且 不 遗 余力 





















































































































































地 推 深 这 一 运算 的 好 处 。 他 在 1671 年 写 道 : 
[LL EL EZ EL EL E] E] EL EL E EL EL E] E EL EL EL EL EL E EE EH PPP ng 
DDOO000000000000000000000U0U00 
DDO000000000000000000U0000U00 




















的 确 ， 将 数学 家 从 不 可 逾越 的 难题 中 解脱 出 来 是 一 件 值 得 做 的 事情 。 


再 举 一 个 有 助 于 理解 的 例子 的 展开 式 , 在 本 意 后 面 将 要 
Vl—x’ 


讨论 的 一 个 结果 中 ， 将 会 展示 牛顿 对 这 个 展开 式 的 巧妙 应 用 。 我 们 首先 
将 上 式 写 成 (1-x?) ”， Wogm--1, n22, Q=- , JERUBS (2): 
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1] |. _11 CIDE a 
-| 中 xX DE (7x^) 


" CDD eU RC NU 
3x2xl 
5 (-1/2)(-3/2)(-5/ 2)(-7/ 2) 
4x3x2xl 














(—x^y + 
1 Iad deu 33: cg 


二 1 二 二 X Lx 十 一 X 十 二 一 x 十 … 
2 8 16 128 (3) 


牛顿 通过 将 级 数 平方 并 检查 其 结果 来 “检验 ” 式 (3) 这 样 的 展开 式 。 
如 果 我 们 也 这 样 做 ， 并 且 限 制 取 次 数 不 超 过 x 的 项 ， 得 到 
15.3, 5, 35 , | 
X Tee 


1]+ 一 X 十 一 X 十 一 XxX 十 
2 8 16 128 


eta rum es 





























16 128 
=1+x +X 4x5 ax +. 
其 中 全 部 系数 奇迹 般 地 变 成 了 1 (读者 不 妨 试 试 吧 !)。 自然 , 得 到 的 乘积 是 公 
1 














EA x^ 的 无 穷 等 比 级 数 ， 由 已 有 的 公式 可 知 ， 其 和 为 一 。 但 是 ， 如 果 级 
j BEAR 1 Z. FATTER? pug . il; 
数 (3) 的 平方 为 一 ， 那 么 ， SIEUT UIS 。 妙 极 了 ! 


牛顿 将 这 样 的 计算 当 作 让 人 信服 他 的 普遍 性 结论 的 证 明 。 他 断言 “ 尽 
管 我 们 这 些 凡人 的 推理 能 力 非常 有 限 ， 既 不 能 表达 也 不 能 想象 这 些 等 式 
的 所 有 项 ,就 像 我 们 无 法 确切 知道 那些 量 从 何 而 来 一 样 ” 但 是 “可 以 把 
对 有 限 项 等 式 的 一 般 分 析 ” 推 广 到 这 样 的 无 限 项 表达 式 。™ 


E 级 数 
在 描述 把 某 些 二 项 式 化 简 为 形 如 2= 4+ Br+ Ce + Dr +… 的 无 穷 


级 数 的 方法 以 后 ， 牛 顿 进一步 寻找 通过 z 的 项 把 x 表示 成 级 数 的 方法 。 
用 现在 的 术语 ， 他 是 寻找 逆 级 数 关 系 。 所 得 到 的 方法 对 代数 学 并 未 产生 
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显著 影响 ， 但 是 随后 将 会 看 到 ， 我 们 对 它 的 关注 是 正确 的 。 像 牛顿 的 做 
法 一 样 ， 我 们 通过 一 个 特例 来 描述 求 逆 级 数 的 过 程 。 

RTAMRA z =x- +x 一 x +… 开始 ， 首 先 将 它 改写 为 

(x—x +X -x*4)-z20 (4) 

并 且 舍 弃 所 有 x 的 指数 大 于 或 等 于 2 的 项 。 自 然 ， 这样 剩 下 x-z=0， 
从 而 ， 逆 级 数 开始 于 zx=z。 

牛顿 认识 到 舍弃 全 部 高 阶 项 会 导致 不 准确 的 解 。 准 确 的 答案 应 该 具 
备 x=z+p 的 形式 , 其 中 p 是 有 待 确 定 的 级 数 。 EN (4) 中 , 用 z+p 代 
换 x， 得 到 

[(z+p)-(z+p) +(z+p) - Gt py *--]-z20 

将 上 式 展 开 并 整理 后 ， 得 到 


[-2 «z -z'«z — | [1-22 32! -47° +5z*---] p 





*[71932- 62? &102 -| p? « [1-42 10? —… ] p’ 
+[-1+5z—…|p’ 4-20 (5) 
Tq, mSEpB)ZIKODH. 30RCQDCRDE uA 7;DA, PRIE, C58] 
z? =z tz + 
1-2z*3z! -47 十 … 


现在 ， 牛 顿 实施 第 二 轮 胡 除 ， 含 弃 分 子 和 分 母 中 除去 = 的 最 低 次 广 
项 以 外 的 所 有 z 的 高 次 方 项 。 由 此 ，p 近 似 等 于 三 ， 所 以 ， 到 这 一 步 逆 
级 数 表示 为 +=2+p=z+z7。 

但 是 并 非 怡 好 等 于 z?。 更 准确 地 说 ，p =z?+g ， 其 中 4 是 有 待 确 
定 的 级 数 。 为 求 出 g， 我 们 将 其 代入 式 (5)， 得 到 


[-Z2 +z 2 +z --]e[1-2z43z -42 «5z* ---- ]G?^ +q) 





p- 





*[71432- 62? «102 —-- |? +q} 9 [1-424102 ---- |? +q) 
+[-1+5z-…](z 4 g)* 4-20 





展开 并 按 4 的 乘 方 合并 同类 项 ， 得 到 


[-2 «z^ -zf + ]- [1- 2242? +27 -|q 


+[-1+3z-32 -22 +- ]a? + (6) 
同 前 面 一 样 ， 舍 弃 q 的 高 于 1 次 方 的 项 ， 求 解 得 到 
qu LIS ,然后 舍弃 分 子 分 母 中 除去 z 的 最 低 次 方 项 以 外 的 





1-2z*z^ +27 + 
所 有 项 , 得 到 4 = 2. e, 级 数 的 形式 变 成 了 x= + ?49 o sez ez. 

将 9=z +r 代 入 式 (6)， 可 以 继续 这 一 推导 过 程 。 对 于 代数 的 单调 
乏味 有 着 非 几 忍耐 力 的 牛顿 似乎 可 以 将 这 样 的 计算 JLF) 无 限 地 延续 
下 去 。 但 是 ， 牛 顿 最 终 也 乐于 回 过 头 来 审视 结果 ， 寻 找 某 种 一 般 的 表达 
形式 。 牛 顿 这 样 写 道 :“ 让 考察 停留 在 这 里 ， 顺 便 指出 ， 当 第 5 项 或 者 第 
6 项 …… 为 已 知 时 ， 如 果 愿 意 的话 ， 一 般 来 说 ， 通 过 观察 这 一 过 程 的 相 
似 性 ， 可 以 把 推导 随意 进行 下 去 ”。™" 

对 于 我 们 的 例子 , 这 种 考察 表明 ，x =z+z +z ez +z +… 是 我 们 
开始 时 的 级 数 z= x x^ x 一 x e 的 逆 级 数 。 

这 个 结果 在 什么 意义 上 是 可 靠 的 ?和 毕竟， 牛顿 多 次 舍 充 了 绝 大 多 数 
项 ， 所 以 ， 这 个 答案 的 正确 性 还 有 多 大 的 可 信和 度 呢 ? 

下 面 的 “检验 ”再 次 让 我 们 安心 。 原 来 的 级 数 zZ = x 一 Xx? H — H 
是 公 比 为 -x 的 等 比 级 数 ， 所 以 它 的 终极 形式 为 == -三 _ 。 因 此 ， 我们 看 


l+x ° 









































dHx-—— 5A zz +z tz 8m eed. E E 


—Z 
导 过 程 给 出 的 结果 。 一 切 推导 看 起 来 是 有 条 不 紊 的 。 
到 目前 为 止 , 所 讨论 的 方法 (广义 二 项 展开 式 和 逆 级 数 ) 将 成 为 牛顿 
手中 强 有 力 的 工具 。 然 而 ， 在 我 们 真正 评价 这 位 大 师 的 成 果 之 前 ， 还 有 
最 后 一 项 必 备 知识 。 





14 | 微 积 分 的 历程 ， 从 牛顿 到 勒 贝 格 





《分 析 学 》 中 求 面 积 的 法 则 


牛顿 在 1669 年 所 写 的 《分 析 学 》 一 书 中 , 承诺 要 论述 求 面积 的 方法 ， 
“我 在 很 早 以 前 已 经 发 明了 通过 无 穷 项 级 数 来 计算 曲线 之 下 面积 的 方 
ik". Popp ode sU ngo AW], efe 1666 年 10 月 撰写 的 
一 本 小 册子 《 流 数 简 论 》 中 就 说 过 同样 的 话 。《 分 析 学 》 对 那 本 小 书 做 了 
修订 ， 展 示 了 这 位 正在 走向 成 熟 的 思想 家 的 超人 智慧 。 当 代 学 者 发 现 了 
一 个 奇特 的 现象 : 除了 几 位 幸运 的 同事 外 ， 神 秘 的 牛顿 没有 对 公众 公开 
这 份 手稿 。 直 到 1711 年 ， 甚 中 的 许多 结果 已 经 由 其 他 人 发 表 之 后 ， 这 份 
手稿 才 印 制 成 书 。 虽 然 如 此 ， 更 早 的 写作 年 代 和 杰出 的 作者 身份 表明 有 
理由 把 本 书 描绘 为 “也 许 是 牛顿 所 有 数学 著作 中 最 值得 称 羌 的 ”。” 

该 书 以 求 “ 简 单 曲 线 的 面积 ”的 三 条 法 则 的 一 个 命题 开始 。 在 17 世 
纪 ， 英 语 中 积分 (quadrature) 的 含义 是 求 面积 ， 所 以 ， 这 三 条 法 则 就 是 
PUO AU, 









































法 则 1 0000000000y=ax”“*000 4Pnü 
DUOUUUsuUU00zxz0z00o0o0000000 4890 00 


0 一 一 xz"000 1-10 


m+n 



































这 条 法 则 的 一 种 现代 表述 形式 是 ， 指 定 4 为 原点 ， 有 为 Qs 0)， 曲 线 
T (m/n)+l 
为 y=at”" TAE, ERO IU x f arat =Z 


an xæ” ， 





(m/n*1 m+n 
这 正好 是 积分 学 中 指数 法 则 的 一 个 特例 。 

仅仅 到 了 《分 析 学 》 一 书 的 最 后 ， 牛 顿 几 乎 像 事 后 反思 一 样 才 注意 
到 “留心 的 读者 ”会 想 看 到 法 则 1 的 证 明 。[ 留心 的 读者 总 是 不 乏 其 人 
的 ， 所 以 我 们 在 下 面 给 出 他 的 论证 。 

















E 1-1 

如 图 1-2 所 示 ， 再 次 令 曲 线 为 4D 以 及 4B=x 和 BD=y。 牛顿 假 设 
曲线 下 的 面积 ABD 由 = 通过 x 的 项 的 表达 式 给 出 。 目 标 是 求 出 通过 > 
表示 的 对 应 公式 。 按 照 一 种 现代 的 居高临下 的 观点 ， 牛 顿 是 从 
z= | 7(0dr 开始 求解 y=y(x) 。 在 以 几 个 戏剧 性 的 步 又 结束 之 前 ， 牛 顿 














的 推导 过 程 综合 了 儿 何 、 代 数 和 流 数 的 方法 。 
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首先 ,牛顿 令 /是 横 坐标 轴 上 同 巨 相隔 一 小 段 距离 o 的 点 。 因 此 线段 
4 的 长 度 为 x+o 。 他 令 = 为 面积 ABD, 不 过 为 强调 函数 关系 ,我们 有 权 
用 z=z(x) 表示 。 因 此 ，z(x+0) 是 曲线 下 的 面积 465。 下 一 步 ， 他 引进 
高 为 v=BK= PH 的 矩形 BBHK， 他 限定 其 面积 恰好 等 于 曲线 下 面 的 区 域 
BPSD 的 面积 。 换 名 话说 ，BOD 的 面积 等 于 ov. 

此 时 ,牛顿 指定 z00 = 一 一 20 Lx 并 继续 求 z 的 瞬时 变化 率 。 为 此 ， 











他 考察 了 当 x 变 小 时 x 的 变化 对 z 的 变化 的 影响 。 为 书写 方便 , 他 暂时 令 
c=an/(m+n) 和 p=m+n， 于 是 z(x)=cx””, H 
[z(x)] "= e"x* (7) 
现在 , z(x +0) 就 是 面积 4665, 这 个 面积 可 以 分 解 成 面积 4BD 和 BOoD。 
请 注意 ,后 者 是 矩形 ov 的 面积 ， 所 以 ， 牛顿 断定 z(x+0)=z(x)+ov。 代 
入 式 (7)， 得 到 





[z(x)+ov] 2[z(x* o) =c (x+0)? 
将 等 式 左边 的 二 项 式 和 右边 的 二 项 式 展 开 ， 得 到 
[z] +n [zo ov+ m b [zc] ^ ov) 4... 


=l 
=c¢c"x” +c" px” occ Tee 


n p(p-1) x^ ?g? 
2 
利用 式 (7) 消去 等 式 两 边 最 左边 的 项 ， 并 除 以 o。， 牛 顿 得 到 


also ee n(n— m T yr 





(8) 


1 
MEET p 


到 这 一 步 ， 他 写 道 :“ 如 果 我 们 假定 3 为 无 限 减 小 并 消失 的 量 ， 或 
者 o 为 零 ， 那么 v” 和 >] 在 这 种 情况 下 相等 ， 并 且 那 些 乘 以 o 的 项 将 消 
A". 他 断言 ， 当 o 变 成 零 时 ， 式 (8) 中 所 有 包含 o 的 项 也 变 成 零 。 
与 此 同时 , v 同 y 相 等 ,这 就 是 说 ， 图 1-2 中 和 矩形 的 高 BK 将 等 于 原 曲线 








的 纵 坐 标 BD。 通 过 这 种 方式 ， 式 (8) 变换 成 
n[z(OF y = e" px”? (9) 
现代 读者 的 反应 很 可 能 是 ,“ 别 那么 快 ， 艾 萨 克 !” 当 牛顿 用 o 作 除 
数 的 时 候 ，o 无 疑 不 等 于 零 。 但 是 过 了 一 会 , o MERFI. AAZ, 
这 里 埋伏 了 隐患 。 这 种 零 与 非 零 的 对 应 在 随后 的 一 个 多 世纪 一 直 困 扰 着 

分 析 学 家 们 。 本 书后 面 将 更 多 地 讨论 这 个 问题 。 
不 过 ， 牛 顿 的 推导 仍然 继续 进行 。 在 式 (9) H, RHET zx), c 

fü p 并且 解 出 

an 


T — — | mn)" 
c" px (m+n) 
= rr -ax 


E n n-l 
nlz(x)] "| an | 


(m+n) 


mín 








于 是 ， 牛 顿 从 他 的 假设 “48D 的 面积 为 20) = —— mm" aig, det 


曲线 AD 必定 满足 方程 y = ar"" 。 从 本 质 上 说 ， 他 微分 了 积分 。 然 后 ， 
在 没有 进一步 证 明 的 情况 下 ， 他 指出 :“ 与 此 相反 ， 如 果 ax”” =y, 3D 
Lit mm =z 。” 这 就 完成 了 他 对 法 则 1 的 证 明 。” 

这 是 一 种 特别 扭曲 的 逻辑 。 从 曲线 之 下 的 面积 积分 z 导出 y 的 方程 
之 后 ， 牛 顿 断 言 这 种 关系 在 相反 的 方向 也 存在 ， 并 且 曲 线 y = ar"/" 之 下 


QS cuu NOLS is cu ` 
的 面积 就 是 x 2m 。 这 样 的 论证 给 我 们 留 下 杂乱 无 章 的 感觉 , 因为 








m+n 
其 中 包含 很 大 的 逻辑 漏洞 。 牛 顿 数 学 论文 集 的 编辑 Derek Whiteside 把 这 
个 求 面积 的 证 明 恰当 地 描写 成 “ 流 数 术 的 一 种 简洁 的 难以 理解 的 形式 
另 一 方面 ， 记 住 这 个 起 源 是 很 重要 的 。 牛 顿 在 微 积 分 漫长 的 创建 过 程 的 
开头 就 给 出 了 法 则 1 的 证 明 。 在 他 那个 时 代 ， 这 个 证 明 是 开山 之 作 ， 并 
且 他 的 结论 是 正确 的 。Richard Westfall 在 其 评论 中 说 ,“ 然 而 概括 地 说 ， 
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《分 析 学 》 确 实 展 示 了 流 数 方法 的 整体 范围 和 威力 ”， 看 起 来 这 是 真实 的 。'4 
无 论 如 今 的 评判 如 何 ， 牛 顿 当初 是 感到 满意 的 。 牛 顿 在 《分 析 学 》 











































































































































































































中 没有 给 出 证 明 的 另外 两 条 法 则 如 下 
法 则 2 00000000000000000 y000 
ggnpngngnggnpaggngggpogngpOUgDUUD 
i3 000000000000 >00000000 
D00000000000000000000000 = 
000000 af 000000000 鸣 
牛顿 的 第 二 条 法 则 断定 有 限 项 和 的 积分 等 于 各 项 积分 的 和 。 他 用 了 


两 个 例子 来 说 明 这 条 法 则 。 第 三 条 法 则 断言 ， 当 遇 到 更 复杂 的 表达 式 时 ， 
首先 需要 将 其 “化 简 ” 成 无 穷 级 数 ， 再 通过 第 一 条 法 则 对 级 数 的 每 一 项 
求 积分 ， 然 后 再 对 结果 求 和 。 

最 后 这 条 法 则 是 一 个 富有 吸引 力 的 主张 。 更 恰当 地 说 ， 这 是 最 后 一 
个 前 提 条 件 , 牛顿 需要 用 它 导 出 数学 上 的 一 个 重大 结果 : 一 个 角 的 正弦 的 
无 穷 级 数 。 出 自 《 分 析 学 》 的 这 个 重要 定理 是 这 一 章 最 有 意义 的 主题 。 


牛顿 的 正弦 级 数 推导 


考虑 图 1-3 中 以 原点 为 圆心 和 半径 等 于 1 的 圆 的 四 分 之 一 。 同 以 前 
一 样 , 令 48=Y，B8D=)》。 牛 顿 的 第 一 个 目标 是 求 圆 绝 o D 的 长 度 的 表 
达 式 。 P 

从 D 引 出 圆 弧 的 切线 DT, 并 且 令 BK 为 “基底 48 的 增 量 "。 在 一 种 
表示 法 中 ， 我 们 令 BK = dx ， 这 成 为 牛顿 之 后 的 一 种 标准 记号 。 这 样 就 
建立 了 一 个 “无 限 小 的 ”直角 三 角形 DGH， 和 牛顿 把 它 的 斜 边 DH TUS 
I a D BJ, TH DH = dz 表示 ,其 中 z=z(x) fO BR o D 的 长 度 。 
由 于 这 一 切 都 是 发 生 在 单位 圆 内 ， 所 以 和 gq4D 的 弧度 也 是 z。 
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在 这 种 情况 下 ， 无 限 小 的 三 角形 DGH 与 三 角形 DBT 相似 ， 所 以 有 








GH _ BT 

?= kah, PRAD 与 切线 DT 垂直 ， 所 以 高 线 BD 将 直角 三 角 
JE 4D7 分 成 两 个 相似 三 角形 DBT 和 4BD。 由 此 推出 ， H- A. 从 这 
两 个 比例 关系 ， 我 们 可 以 推出 =。 采用 上 面 的 微分 记号 ， 可 得 
dx y .dx 

dz 1 o 因此 ， dz y o 


dT ddp RUE yJ, Hald% -= 











X ER (3) 那样 展开 -天 二 ， 导 出 








二 
2 8 16 128 


所 以 
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对 这 些 单独 的 乘 方 项 求 面积 ， 并 用 法 则 3 对 结果 求 和 ， 和 牛顿 得 到 圆 约 oD 
的 弧 长 为 
和 
ZEKER t—x x X 十 … 
6 40 112 1132 


再 度 审视 图 1-3, 我 们 看 到 = 不 仅仅 是 Zw4D 的 弧度 , 也 是 ZADB 的 


弧度 。 由 三 角形 ABD 可知，sinz=x， 所 以 
; "M NONE UM EE ET 
arcsinx—-z—-xct—x + X E XT X 
6 40 112 1152 





(10) 








ota 


1 
Mx 
的 积分 推导 出 反正 弦 的 级 数 ， 这 是 本 质 上 更 为 复杂 的 一 个 关系 式 。 

然而 ， 牛 顿 还 有 一 个 锦 圳 妙计 。 他 不 去 求 用 横 坐 标 (x) 表示 的 弧 长 
(z) 的 级 数 ， 而 是 寻找 相反 的 过 程 。 他 写 道 :“ 如 果 需 要 从 已 知 弧 长 aD 
RAB HEIZ, 那么 我 对 上 面 导出 的 表达 式 求 根 。” 中 就 是 说 ,牛顿 利用 
他 的 逆 过 程 ， 将 z= arcsin x 的 级 数 转换 成 x= sin z 的 级 数 。 
按照 前 面 描述 的 方法 , 我 们 从 把 x=z 作为 第 一 项 开始 。 为 把 级 数 展 
开 推 进 到 下 一 步 ， 将 x=z+p 代入 式 (10)， 并 且 解 出 
5 


因此 ， 从 代数 表达 式 开始 , 牛顿 利用 他 的 广义 二 项 展开 式 和 基本 


























1 3 3 5 7 
Ta NL NER A RE 
__ 0 40 11 
liu ue pur 
2 8 16 


我 们 仅 从 这 个 解 中 保留 p = -i7 。 这 样 就 将 级 数 扩展 成 x= 2 n 





一 步 引 进 P=-72z +9， 继续 这 个 逆 过 程 ， 解 出 








、 Is ] ; 1 1 ` 
d 简 为 g = 一 -z;》。 到 这 一 步 ， 级 数 变 成 X=z 一 一 z+ 一 zz5， ， 
或 者 化 简 为 4 i264 到 这 一 步 ， 级 数 变 成 X=z md Jt H. 
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也 许 像 牛 顿 所 说 的 那样 ， 我 们 “继续 随意 地 ”推导 下 去 ， 直 至 发 现 级 数 
项 的 通用 模式 ， 然 后 书写 下 分 析 学 中 最 重要 的 一 个 级 数 : 





pi. dol T uc LU ET 
120 5040 362880 :Qke DE 





| p 
Sinz—-z-—-—z + 
6 
为 了 获得 更 准确 的 曲线 弧 长 ， e b 
按照 Derek Whiteside 的 说 法 ,“ 关 于 正弦 和 余弦 的 这 些 级 数 第 一 次 出 现在 
欧洲 人 的 手稿 中 ”。"” 








To find tbe Bafe from tbe Lengtb of tbe Curve given. 


45. If from the Arch aD given the Sine AB 
was required ; I extract the Root of the Equation 
found above, vig, z — x + ix'-- gx 十 
z$% (it being fuppofed that AB — x, «D — z, 


and Ae = 1) by which I find x = z — i23 + 
Trs 一 og "esse pr e De 


46. And moreover if the Cofine AB were 
required from that Arch given, make A8 (一 


M1— xx) = p— iz* b QqLz6— 1,25. 


7*0 





8 
PT TA *, Gc. 





牛顿 的 正弦 级 数 和 余弦 级 数 (1669) 


对 我 们 来 说 ， 这 种 推导 所 兜 的 圈子 看 起 来 是 不 可 思议 的 。 
把 正弦 级 数 视 为 不 过 是 泰勒 公式 和 微分 学 的 一 个 微不足道 的 推论 
所 以 我 们 自然 而 然 地 以 为 它 一 直 就 是 这 样 简单 的 。 
牛顿 克服 了 重重 困难 才 得 到 这 个 结果 。 他 运用 了 积分 法 则 而 不 是 微分 法 
则 ， 他 从 “我 们 认为 ) 偶然 的 反正 强 级 数 产生 正弦 级 数 ， 同 时 ， 他 需要 
运用 他 所 提出 的 复杂 的 逆 过 程 方案 来 完成 全 部 推导 。 

这 个 历史 片段 提醒 我 们 ， 数 学 并 不 是 按照 现在 教科 书 中 的 方式 发 展 
的 。 相 反 ， 它 是 通过 断断续续 地 在 出 乎 意料 的 惊喜 中 发 展 起 来 的 。 事 实 
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上 ， 那 是 相当 有 趣 的 ， 因 为 历史 在 一 下 子 变 得 有 意义 、 美 好 和 出 乎 意料 
的 时 候 ， 它 是 极 具 吸 引力 的 。 

谈 到 出 平 意料 这 个 话题 ， 我 们 就 Derek Whiteside 在 上 面 那 段 话 中 的 
评判 补充 一 句 。 看 起 来 牛顿 并 不 是 第 一 个 发 现 正弦 级 数 的 人 。 印 度数 学 
家 尼 拉 坎 塔 (1445 一 1545) 在 公元 1545 年 描述 过 这 个 级 数 ， 并 且 把 它 归 
功 于 更 久远 的 前 辈 马达 维 (生活 在 公元 1400 年 前 后 )。 关 于 这 些 发 现 和 
印度 数学 中 的 优良 传统 的 叙述 可 以 从 文献 [20] 和 [21] 中 查 到 。 但 是 ， 这 些 
成 果 在 牛顿 活跃 的 时 代 的 欧洲 自然 不 为 人 们 所 知 。 

我 们 以 两 点 评论 作为 本 章 的 结束 语 。 第 一 ， 牛 顿 的 《分 析 学 》 是 一 
本 真正 的 数学 经 典 ， 是 任何 一 位 对 微 积 分 的 历程 感 兴趣 的 人 都 应 拥有 的 
读物 。 从 中 可 以 将 见 这 位 历史 上 最 具 创造 力 的 思想 家 在 其 才智 发 展 的 早 
期 阶段 的 情况 。 

第 二 ， 用 现在 的 眼光 看 来 ， 一 场 到 艇 烈 烈 的 革命 开始 了 。 年 轻 的 牛 
顿 以 其 超越 时 代 的 专业 才能 和 洞察 力 把 无 穷 级 数 和 流 数 法 结合 起 来 ， 将 
数学 的 前 治 推 向 若干 新 的 发 展 方向 。 与 他 同时 代 的 詹姆斯 。 格雷 戈 里 
(1638—1675) 评论 过 去 的 初等 方法 对 于 产生 同样 关联 的 这 些 新 方法 , 就 
如 同 “黎明 的 晨曦 对 于 正午 的 阳光 ”。® 正如 我 们 在 后 面 几 章 将 要 多 次 
看 到 的 ， 格 雷 戈 里 这 种 令 人 陶 醇 的 描述 是 恰如其分 的 。 同 时 ， 第 一 个 走 
向 这 条 激动 人 心 的 道路 的 人 是 牛顿 ， 他 确实 不 愧 为 “一 位 具有 非 几 天 赋 
和 卓越 才能 的 人 物 。 
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KREE * 威廉。 莱 布 尼 茨 (1646—1716) 





微 积 分 的 两 位 创建 者 都 因为 在 其 他 的 方面 也 有 建树 而 更 闻名 ， 这 也 


许 是 独一无二 的 。 在 公众 的 心目 中 ， 艾 萨 克 。 牛 顿 往往 被 看 成 一 位 物理 





H 


FRK, MARIDAR AO EERE * R * RASER EFREN 
为 是 一 位 哲学 家 。 这 既 令 人 不 悦 又 让 人 欣喜 ， 不 悦 是 因为 这 表明 人 们 无 
视 他 们 在 数学 上 的 贡献 ， 而 欣喜 是 由 于 人 们 公认 创建 微 积 分 需要 超越 一 


般 天 才 的 奇才 。 
莱 布 尼 茨 兴趣 广泛 ， 贡 献 突 出 ， 具有 渊博 的 知识 。 除 了 哲学 和 数学 





, 
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他 在 历史 、 法 学 、 语 言 、 神 学 、 逻 辑 学 和 外 交 方 面 都 有 杰出 的 成 就 。 在 
年 仅 27 岁 时 , 莱 布 尼 菊 就 凭借 他 发 明 的 一 台 机 械 计算 器 加 入 了 英国 旺 家 
学 会 ， 这 台 可 以 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运算 的 机 器 以 其 复杂 性 被 公认 为 一 
DE M 

虽然 晚 于 牛顿 ， 并 且 出 生 在 另 一 个 国度 ， 莱 布 尼 欧 还 是 和 牛顿 一 样 
有 着 一 段 热烈 进行 数学 研究 的 时 期 。 牛 顿 在 17 世纪 60 年 代 中 期 已 经 在 
剑桥 大 学 建立 了 他 的 流 数 思想 ， 而 莱 布 尼 获 是 在 十 年 之 后 在 巴黎 履行 外 
交 使 命 时 完成 他 自己 的 莫 基 工作 的 。 这 使 牛顿 捷足先登 ， 也 让 牛顿 和 他 
的 同胞 们 后 来 认定 这 是 事 关 优先 权 的 唯一 凭据 。 但 是 当 莱 布 尼 茨 发 表 他 
的 微 积 分 成 果 时 ， 和 牛顿 的 《分 析 学 》 和 其 他 论文 仍然 以 手稿 的 形式 尘封 
着 。 关 于 接着 发 生 的 微 积 分 发 明 权 应 该 归功 于 哪 一 位 的 和 争论， 已 有 很 多 
著述 ， 而 且 这 并 不 是 一 个 动听 的 故事 。 呈 上 百年 来 ， 现 代 学 者 们 终于 抹 
去 了 国家 和 个 人 的 感情 因素 ， 认 定 牛 顿 和 莱 布 尼 菊 各自 独 立 创 建 了 微 积 
分 。 像 水 到 渠 成 的 一 种 观念 的 产生 一 样 ， 微 积分 到 了 “呼之欲出 ”的 时 
刻 ， 只 是 需要 极端 敏锐 的 和 总 揽 其 成 的 思想 将 它 变 成 现实 。 牛 顿 恰恰 具 
有 这 种 思想 。 

毫 无 疑问 ， 莱 布 尼 茨 也 具有 这 种 思想 。 在 1672 年 ,他 到 巴黎 担任 外 
交 官 之 前 ， 莱 布 尼 茨 还 是 一 个 被 认为 对 “阅读 元 长 的 数学 证 明 ” 和 缺乏 耐 
心 的 新 手 。 他 不 满足 于 自己 的 知识 ， 花 费时 间 填 补缺 口 ， 大 量 阅 读 令 
人 敬仰 的 数学 家 们 的 著作 ， 远 至 古代 的 欧 几 里 得 (公元 前 3 世纪 前 后 )， 
近 至 他 那个 时 代 的 帕斯卡 (1623 一 1662)、 巴 罗 以 及 他 一 度 师 从 的 克 里 斯 
Z e BEH 〈1629 一 1695)。 开 始 的 时 候 困 难 重重 ， 但 是 莱 布 尼 茨 坚持 了 
下 来 。 他 后 来 回忆 说 ， 尽 管 他 还 有 很 多 不 足 ， 但 是 “不 知 从 哪里 来 的 自 
信 让 我 坚信 ， 只 要 努力 我 就 可 以 成 为 他 们 中 的 一 员 ”。" 

莱 布 尼 茨 取得 的 成 功 是 激动 人 心 的。 他 在 一 段 回 忆 文 章 中 写 道 ， 他 
很 快 就 “ 作 好 进行 独立 研究 的 准备 ， 因 为 我 阅读 数学 文献 就 如 同 别人 阅 
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读 浪漫 的 小 说 一 样 轻松 ”。 站 在 几乎 是 狼吞虎咽 地 吸收 同时 代 的 人 的 成 
果 之 后 ， 业 布 尼 菊 把 他 们 远 远 地 抛 在 后 面 ， 创 造 了 微 积分 ， 从 而 使 他 在 
数学 上 赢得 名 垂青 史 的 业绩 。 








MENSISOCTOBRISA.MDCLXXXIV. 467 
NOVA METHOQDFVS PRO MAXIMIS ET MI. 
nimis , itemque tangentibus , qua nec fratas, nec irrati- 
enales quantitates moratur,€9 fimgularepro 

illis calculi genus. per G.G. L, 


Orari AX, & curva plares, ut VV, WW, YY, ZZ, quarum ordi- 
nate, ad axem normales, VX, W X, YX, ZX , quz vocentur refpe- 
tive, v, vv, y, 2; & ipfa AX abfeiflaab axe, vocetur x. Tangentes fint 
VB, WC, YD, ZE axi occurrentes refpective in punĝis B, C, D, E. 
Jam recta aliqua pro arbitrio affumta vocetur dx, & recta que fit ad 
dx, ut v (vel vv, vel y, vel z) eftad VB (vel WC, vel YD , vel ZE) vo- 
cetur d v (vel d vv, vel dy vel dz) five differentia ipfarum v (vel ipfa» 
rum vv, aut y, autz) His pofitis calculi regulz erunt tales : 


— 


Sita quantitas data conftans, erit da equalis o, & d ax erit equ: 
adx: fi fit y equ. v (feu ordinata quavis curve YY , equalis cuivis or- 
dinatz refpondenti curva V V )erit dy equ. dv. Jam Additio & Sub- 
traclio:fi fit z -y+ vv tx equ. v, erit d z-y Tvvtxfeu d», zqu. 
dz -dy tdvv t dx. Multiplicatio , dxvaqu. xdv1vdx, feu pofito 
y equ. xp, fiec dy zqu. xd» t» dx. Inarbitrio enim eft vel formulam, 
ut x», vel compendio pro ea literam, ut y, adhibere. Notandum &x 
& dxeodem modo in hoc calculo tractari;ut y & dy;vel aliam literam 
indeterminatam cum fua differentiali. Notandum etiam nón dari 
femper regreffuma differentiali Æquatione, nifi cum quadam cautio 


» » 
ne,de quoalibi, Porro Dirifo, d—vel (pofitoz equ, ) dzequ, 


t»dytyd» 3 





莱 布 尼 茨 关于 微分 学 的 第 一 篇 论文 (1684) 























与 英吉 利 海峡 对 岸 的 牛顿 不 同 ， 莱 布 尼 茨 愿 意 发 表 成 果 。 微 积分 的 
第 一 个 刊载 形式 是 莱 布 尼 茨 1684 年 撰写 的 论文 , 这 篇 论文 带 有 一 个 元 长 
的 标题 Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec 


fractas, nec irrationales quantitates moratur; et singulare pro illis calculi 
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genus， 翻 译 过 来 是 《一 种 求 极 大 值 与 极 小 值 以 及 求 切 线 的 新 方法 ， 它 也 
适用 于 有 理 量 与 无 理 量 以 及 这 种 新 方法 的 奇妙 类 型 的 计算 》。 四 既然 涉及 
求 极 大 值 与 极 小 值 以 及 求 切线 问题 ， 毫 无 疑问 ， 莱 布 尼 茨 的 这 篇 文章 是 
介绍 微分 法 的 。 两 年 以 后 他 又 发 表 了 另 一 篇 介绍 积分 法 的 文章 。 即 使 处 
于 早期 阶段 ， 莱 布 尼 茨 不 但 构造 和 整理 了 许多 微 积分 的 基本 法 则 ， 而 且 
已 经 用 dx 表示 x 的 微分 和 用 [x dx 表示 x 的 积分 。 他 的 卓越 才能 之 一 ， 
正 是 后 来 拉 普 拉 斯 所 说 的 提供 了 “一 种 非常 恰当 的 符号 ”。 UI 

在 这 一 章 ， 我 们 考察 他 在 1673 年 至 1674 年 间 证 明 的 两 个 定理 。 所 
讨论 的 大 部 分 材料 来 自 莱 布 尼 蒋 的 专著 《微分 学 的 历史 和 起 源 》， 书 中 统 
述 了 他 创建 微 积 分 过 程 中 发 生 的 事情 。m 我 们 讨论 的 第 一 个 定理 是 很 抽 
象 的 所 谓 变 换 定理 。 在 它 的 推导 中 换 杂 着 几何 技巧 ， 虽 然 这 一 点 现在 不 
能 引起 人 们 的 兴趣 ， 而 在 当初 却 显 示 了 他 的 数学 天 分 ， 产 生 了 我 们 现在 
所 说 的 分 部 积分 法 的 初期 形式 。 第 二 个 结果 是 第 一 个 结果 的 推论 ， 被 称 
为 “ 莱 布 尼 蒋 级 数 "。 如 前 面 一 章 讨 论 的 牛顿 的 成 果 一 样 ， 这 种 级 数 展开 
和 基本 积分 方法 的 结合 产生 一 个 重要 的 和 妙 不 可 言 的 结果 。 


变换 定理 


在 17 世纪 中 期 ， 计 算 曲 线 之 下 的 面积 是 一 个 热门 话题 ， 这 也 是 莱 布 
尼 蒋 变换 定理 的 主题 。 在 图 2-1 rp, 假定 我 们 要 计算 曲线 4B 下 面 的 面积 。 
莱 布 尼 蒋 将 这 个 区 域 的 面积 想象 成 是 由 无 限 多 个 无 限 小 的 矩形 构成 的 。 
每 个 矩形 的 宽度 为 dg， 长 度 为 ?， 其 中 随 曲线 AB 的 形状 变化 而 改变 。 

在 我 们 看 来 ， 莱 布 尼 薄 的 dx 的 性 质 是 不 明确 的 。 在 17 世纪 ，dx 被 看 
作 是 最 小 的 可 能 长 度 , 一 个 无 限 小 的 不 可 能 再 分 的 长 度 。 但 是 怎么 可 能 
这 样 的 事情 呢 ? 很 明显 ,任意 长 度 ， 即 使 是 刀刃 一 样 薄 的 长 度 ， 也 可 以 分 
为 两 半 。 莱 布 尼 蒋 关于 这 一 点 的 解释 无 助 于 概念 的 泪 清 ， 他 对 问题 的 说 明 
是 难以 理解 的 。 下 面 是 莱 布 尼 茨 在 1684 年 之 后 的 一 份 手稿 中 的 一 段 文字 : 
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图 2-1 

读者 不 必 寻 找 这 种 概念 的 洪 清 ， 更 无 需 自 己 去 河清 。 莱 布 尼 芯 看 来 
选择 了 逻辑 上 的 权宜 之 计 ， 他 作出 补充 ， 即 使 这 些 不 可 分 量 的 性 质 尚 不 
确定 ， 它 们 依然 可 以 作为 “用 于 计算 的 有 力 工具 ”。 我 们 再 次 看 到 了 令 后 
来 的 分 析 学 家 们 进退 维 谷 的 数学 泥潭 。 但 是 在 1673 年 ， 菜 布 尼 获 急切 地 
向 前 推进 ， 将 这 个 逻辑 上 的 问题 留 给 下 一 代 人 解决 。 

回 到 图 2-1， 我 们 看 到 无 限 小 矩形 的 面积 为 ydx 。 为 计算 曲线 ABK 
面 的 面积 ， 莱 布 尼 蒋 对 这 无 穷 多 个 面积 求 和 。 他 选用 伸 长 的 “S” 一 一 代 
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K “summa” (RHM) 一 一 作为 表示 这 个 过 程 的 记号 。 因 此 ， 这 个 面积 





示 成 [ydx 。 从 此 以 后 ， 他 的 积分 符号 成 了 微 积分 的 “标志 ”， 向 所 有 见 


到 它 的 人 宣告 高 等 数学 来 临 了 。 
提出 一 个 表示 面积 的 记号 是 一 回 事 ， 而 掌握 怎么 计算 面积 完全 是 
一 回 事 。 莱 布 尼 茨 的 变换 定理 就 是 以 解决 这 个 计算 问题 作为 目标 。 























另 


图 2-2 说 明了 他 的 思想 ， 其 中 再 次 显示 曲线 4B， 求 它 下 面 的 面积 是 


我 们 的 目标 。P 是 曲线 上 任意 一 点 ， 其 坐标 为 (x, y) 。 莱 布 尼 茨 在 己 点 画 
出 切线 1, 与 纵 坐 标 轴 相交 于 点 T(0, z)。 莱 布 尼 艾 解 释 这 个 构造 时 说 明 “ 求 
一 条 切线 意味 着 画 一 条 直线 连接 曲线 上 距离 无 限 小 的 两 个 点 ”。m™ 令 dx 
为 x 的 无 限 小 的 增 量 ， 他 建立 一 个 无 限 小 的 直角 三 角形 ， 以 切线 上 的 线 





段 PO 为 斜 边 ， 边 长 分 别 为 dx, dy , ds 的 三 角形 放大 后 的 图 形 显现 在 
2-3 中 。 令 0 为 切线 的 倾角 。 








ns 


2-2 














图 
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图 2-3 





莱 布 尼 奖 强调 ,“ 虽 然 这 个 三 角形 是 不 确定 的 (无限 小 )， 但 是 …… 

可 能 找到 一 个 相似 于 它 的 确定 的 三 角形 ”。" "1 当然 ， 有 人 会 疑惑 一 个 

无 限 小 三 角形 怎么 可 能 同 任何 东西 相似 ， 但 是 这 不 是 纠缠 于 细 枝 未 节 的 

时 候 。 莱 布 尼 茨 把 图 2-2 中 的 AZDP 看 成 与 图 2-3 中 的 无 限 小 三 角形 相似 。 
dy PD 


日 c ER d 4922 77E 
TÆR TD ze 求解 得 到 














aau (1) 


下 一 步 ， 莱 布 尼 茨 向 左 延 长 切线 P7, 并 且 从 原点 引出 同 这 条 延长 线 
垂直 的 长 度 为 疡 的 线段 O 丈 ( 见 图 2-2)。 由 于 二 P7D 的 值 是 Q, 可 知 和 OTW 
的 值 为 r12-w ， 所 以 ZTOW 的 值 也 是 a 。 ou AOTW 相似 于 无 限 小 
的 那个 三 角形 ， 于 是 得 到 另 一 个 比例 关系 7 二 = 一 ， 我 们 由 此 推出 

hds = zdx (2) 

莱 布 尼 茨 然后 画 出 从 原点 辐射 出 的 AOPO ， 以 无 限 小 三 角形 的 斜 边 
PO 为 底 边 。 为 避免 使 图 2-2 变 得 更 为 杂乱 ， 我 们 将 这 个 特别 的 三 角形 重 
新 画 在 图 2-4 中 。 

到 这 一 步 读者 也 许 会 想 ， 莱 布 尼 茨 已 经 随波逐流 地 迷失 在 毫 无 目标 
的 三 角形 的 汪洋 大 海 之 中 。 然 而 , 事实 上 ,这 个 无 限 小 斜 三 角形 OPO A 

















第 2 章 SEX. 3 
成 为 他 的 变换 定理 的 核心 。 由 于 三 角形 的 底 边 为 PO = ds , X OW =h, 
由 此 看 出 它 的 面积 为 了 hds ， 由 上 面 的 式 (2) 可 知 ， 这 个 面积 恰好 是 








二 
2 






OO 





图 2-4 


莱 布 尼 获 画 了 无 数 个 这 样 的 无 限 小 三 角形 ， 如 图 2-5 所 示 ， 所 有 的 
三 角形 都 是 从 原点 辐射 出 来 并 终止 于 曲线 48。 几 年 以 后 , 莱 布 尼 获 回忆 
起 ,他 “偶然 有 机 会 用 若干 条 通过 同一 点 的 直线 将 面积 分 成 多 个 三 角形 ， 
并 且 ……: 塞 觉 可 以 很 容易 从 中 获得 革 些 结果 "。 吕 
这 种 极 透视 三 角形 是 非常 关键 的 ， 因 为 莱 布 尼 蒋 认识 到 图 2-5 中 的 
栅 形 的 面积 就 是 那些 无 穷 小 三 角形 的 面积 之 和 ， 它 们 的 面积 的 解析 表达 
式 已 经 在 上 面 确定 。 就 是 说 
Wi (GM) = 三 角形 面积 之 和 = f zd jsdx (3) 
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图 2-5 
事实 上 ， 莱 布 尼 获 的 初 囊 并 不 是 求 这 个 模 形 的 面积 。 相 反 ， 他 要 寻 
求 的 是 图 2-1 中 曲线 AB 之 下 的 面积 ， 即 | ydx 。 幸 好 ， 只 需要 简单 地 修 
修补 补 就 可 以 将 讨论 中 的 两 个 面积 联系 起 来 。 图 2-6 中 的 几何 图 形 表明 : 
曲线 48 下 的 面积 = 面积 ( 模 形 ) 十 面积 CAObB ) 一 面积 [AOa4 ) 
根据 式 (3)， 这 个 关系 式 从 符号 上 等 价 于 
| 和 -Ja (4) 


这 就 是 最 终 的 变换 定理 。 定 理 的 名 称 表示 原来 的 积分 | ?dx 已 经 变换 




















(或 “转换 ") 成 新 积分 了 2dr 与 常数 了 by() - a) 之 和 。 如 今 ， 我 们 
添加 积分 限 〈 一 个 莱 布 尼 蒋 没 有 用 过 的 符号 表示 法 ) 使 得 公式 更 称心 如 
意 ， 并 且 重 写成 
b lp lr p 
js ydx = 了 | zac Lot | (5) 


公式 (5) 由 于 至 少 以 下 两 个 原因 而 值得 注意 。 
首先 , “新 的 ”对 z 的 积分 很 可 能 比 原来 对 y 的 积分 更 容易 求 值 。 如 
果 是 这 样 ，z 就 在 求 原来 的 面积 中 扮演 了 一 个 辅助 的 角色 。 对 17 世纪 的 
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数学 家 来 说 ， 一 种 称 为 割 圆 曲 线 的 曲线 就 扮演 这 样 的 角色 ， 也 就 是 说 ， 























割 圆 曲线 是 一 个 求 面积 的 助 推 器 。 如 果 从 公式 (5) 能 够 产生 一 个 更 简单 


的 积分 ， 那 么 ， 这 整个 元 长 的 推导 过 程 将 获得 补偿 。 正 如 我 们 立刻 就 会 
看 到 的 ， 这 种 情况 恰好 出 现在 莱 布 尼 茨 级 数 的 推导 过 程 中 。 








Ea 











2-6 


其 次 ,公式 (5) 中 的 关系 具有 理论 意义 。 回 想 一 下 ，z = z(x) 是 曲 
£k AB (Exi, (x, y) 处 的 切线 在 y 轴 的 截 距 。 因 此 z 的 值 与 切线 的 斜率 有 
关 ， 所 以 在 这 个 复合 的 积分 中 注入 了 导数 。 这 不 禁 使 人 意识 到 其 中 隐藏 





着 重要 的 联系 。 


CV z i d $ 
为 更 清楚 地 看 到 这 一 点 ,回想 式 (1) >= y ps ,可 得 zdx = ydx - xdy 。 


代入 式 (4) 得 到 


[ydx= ; | zdr + yb) -er 


- Dix] 3) - Lv) 


1 1 1 1 
25 | yd 3) xd zv) - 7 av(e) 
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求解 得 | ydx = by(b) - aya) - | xay . 
再 加 入 积分 限 ， 给 出 
cw G 
在 图 2-7 中 , 式 (6) 在 几何 上 的 正确 性 是 显而易见 的 ， 因 为 | ydx 
是 所 有 纵向 条 形 区 域 的 面积 ,而 | ， xdy 是 所 有 横向 条 形 区 域 的 面积 
这 两 部 分 面积 的 和 显然 是 外 围 矩 形 和 左下 方 小 矩形 面积 之 差 。 就 是 说 ， 
vice [77 dy = by(b) - ava) 


整理 后 即 得 式 (6), 




















oF- 


图 2-7 





关于 式 (6) 还 要 作 一 点 说 明 : 它 看 起 来 是 大 家 熟悉 的 。 这 是 理 所 当 
因为 它 很 容易 地 从 区 名 的 分 部 积分 法 公式 
“人 ef’ ar 
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推出 ， 只 要 在 其 中 指定 g(x)=x 和 f(x)=y。 在 这 种 条 件 下 g'G)-71, 
f'(x)dx 2 dy ， 代 入 后 就 把 分 部 积分 公式 转变 成 变换 定理 。 莱 布 尼 茨 在 使 
用 无 限 小 三 角形 、 切 线 、 相 似 三 角形 和 模 形 面积 进行 复杂 推理 以 后 ， 总 
之 ， 在 经 过 极其 曲折 的 数学 探索 之 旅 以 后 ， 获 得 一 个 分 部 积分 的 实例 ， 
一 位 微 积 分 的 超级 明星 捷足先登 ， 出 人 意料 地 走 上 舞台 。 

这 是 令 人 兴奋 的 ， 但 是 莱 布 尼 世 并 没有 停 下 脚步 。 在 把 他 的 变换 定 
理应 用 于 一 条 著名 的 曲线 后 ， 菜 布 尼 区 发 现 了 一 个 一 直 以 他 的 名 字 命 名 
的 无 穷 级 数 。 




















3i Tn Je IX ER EL 


莱 布 尼 区 从 一 段 圆 弧 开始 。 他 特别 考察 半径 为 1 和 中 心 在 点 (1,0) 
的 圆 ， 如 图 2-8 所 示 。 他 把 这 个 圆 的 四 分 之 一 作为 他 的 一 般 变换 定理 里 
的 曲线 48。 下 面 马 上 就 会 看 到 ， 这 是 一 个 富有 灵感 的 选择 。 
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圆 的 方程 为 (x-1) +y 21, 或 者 取 另 一 种 形式 x "+y =2x。 由 几 
何 图 形 可 知 这 段 四 分 之 一 圆 弧 下 的 面积 是 x/4 ， 所 以 由 式 (1) 和 式 (5) 
可 得 











元 1 ] a lp F dy 
一 一 —— — E -— 一 YX 一 一 
1 f, vax ;»l *], zen 其 中 z= yx 


菜 布 尼 获 利用 他 新 创建 的 积分 ,对 加 的 方程 求 微分 ,得 到 2xdx+2ydy = 2dx ， 
eL- 。 这 使 式 (1) 简化 成 











d 1- 24x? -x 2x- 
E] i X Xx X Xx x 
y y y y 


莱 布 尼 茨 的 目标 是 求 得 由 割 圆 曲 线 z BRE eo x HAN. 因此 他 


将 上 式 平方 并 利用 圆 的 方程 ， 得 到 2 = 二 =- 二 -= -二 ， 从 中 解 出 
y 2x-x  2-x 














2z? 
EE: 0?) 


挑战 在 于 计算 图 2-9 中 阴影 区 域 的 面积 |,zdx 。 考 虑 割 圆 曲 线 














e= 的 图 形 ， 并 按 上述 推导 过 程 ， 证 实 
[.zdx = 面积 (阴影 区 域 ) 
= 面积 (正方形 ) 一 面积 (上 方 区 域 ) = 1- | xdz (8) 
回 到 变换 定理 ， 莱 布 尼 获 把 式 (7) 和 式 (8) 结合 起 来 ， 得 到 
Zoli d= i- fiae 


1 r1 2z 1 oz 
z]- dz =1 一 dz 
3 1+ 2 J. Iz 


他 将 最 后 的 被 积 国 数 重 写成 
2 1 J 














=z? [1-2 +2 -z + =z -z +z -z t 











2 2 
三 多 
1+2 1«z? | 
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其 中 方 括号 内 出 现 了 一 个 等 比 级 数 。 据 此 ， 莱 布 尼 茨 推断 

T 1 zo£Dogo og 
二 2 =]= m 三 de 
ME 2 十 Z 一 2 十 ]dz E m 9 











4 7 
化 简 成 
a E E E (9) 
4 3579 
这 就 是 莱 布 尼 茨 级 数 。 


z 








图 2-9 











这 是 一 个 奇妙 的 级 数 。 它 的 项 遵循 一 个 极为 普通 的 模式 ， 带 有 交替 
正 负 号 的 奇数 的 倒数 。 然 而 最 重要 的 是 ， 这 个 看 似 不 起 眼 的 表达 式 的 和 
为 二 。 菜 布 尼 获 回 忆 当 他 第 一 次 将 这 个 结果 同 惠 更 斯 交流 时 ， 他 得 到 执 





烈 的 赞扬 ， 因 为 “ 惠 更 斯 给 予 了 极 高 的 评价 ， 并 且 在 退回 这 篇 论文 的 附 
信 中 说 ， 这 在 数学 家 中 是 一 个 值得 永远 记 住 的 发 现 ”。™ 
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按照 莱 布 尼 茨 的 说 法 ， 这 个 发 现 的 意义 在 于 “第 一 次 证 明了 圆 的 面 
积 恰好 等 于 有 理 数 的 一 个 级 数 "。04 也 许 有 人 会 对 他 用 “恰好 ”一 词 挑 
毛病 ， 但 是 很 难 同 他 的 热情 争辩。 
他 追加 了 一 个 离奇 的 补遗 。 通 过 对 式 (9) 两 端 除 2， 并 组 合 其 中 的 
项 ， 莱 布 尼 获 发 现 
zA L (s 1) (s zz 3 
=| 二 -二 |+ 一 十 一 十 一 Te 
8 2 6 10 14 18 22 26 30 
1 1 1 1 
= 一 + 一 + 一 二 一 一 十 … 
3 35 99 195 
1 1 1 1 
— 3 Ti t3 Tu AR 
27-1 6-1 10^-1 14-1 
就 是 说 ， 这 个 等 式 表明 ， 如 果 我 们 从 2 开始 对 每 个 相间 的 偶数 的 平方 减 
1 的 倒数 求 和 ， 结 果 为 。 多 么 神奇 ! 这 提醒 人 们 ， 分 析 学 家 手中 的 公 








= 

















式 近乎 魔术 一 般 。 

菜 布 尼 效 级 数 在 形式 上 是 著名 的 ， 但 如 果 用 它 计 算 n 的 近似 值 则 毫 
无 价值 。 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 不 过 收 系 极为 缓慢 。 如 果 对 莱 布 尼 欧 级 数 
的 前 300 项 求 和 ， 仅 能 得 到 mc 的 精确 到 一 位 小 数 的 近似 值 。 这 么 糟糕 的 
精度 是 不 值得 费力 地 去 求 和 的 。 但 是 ， 我 们 将 会 看 到 ， 在 欧 拉手 中 ， 一 
个 相关 的 无 穷 级 数 将 产生 一 个 高 效 的 计算 zt 的 近似 值 的 方法 。 

毫 无 疑问 , 莱 布 尼 世 级 数 是 一 个 微 积分 学 的 杰作 。 然 而 ,按照 惯例 ， 
当 讨 论 这 些 早期 的 结果 时 ， 我 们 必须 提出 一 些 注意 事项 。 值 得 一 提 的 第 
一 件 事 ， 是 变换 定理 使 用 了 无 穷 小 推理 。 另 一 件 事 ， 是 莱 布 尼 菊 在 求 其 
级 数 的 值 时 需要 用 无 限 多 积分 项 之 和 代替 无 限 多 项 之 和 的 积分 ， 这 样 一 
个 步 又 ， 它 的 微妙 性 将 成 为 未 来 儿 个 世纪 面 对 的 问题 。 

同时 ， 还 有 另外 一 个 问题 : 莱 布 尼 茨 并 不 是 第 一 个 发 现 这 个 级 数 的 
人 。 英 国 数学 家 詹姆斯" 格雷 区 里 在 其 儿 年 前 已 经 发 现 一 个 非常 相似 的 
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级 数 。 事 实 上 ， 格 雷 戈 里 得 到 了 反正 切 国 数 的 展开 式 ， 即 

arctan x 2 x — à t 5 5 due 
当 x=1 时 ， 这 就 是 菜 布 尼 茨 级 数 〈 虽 然 格雷 戈 里 也 许 实际 上 并 未 作 过 代 
换 ， 没 有 将 这 个 函数 级 数 转换 成 数值 级 数 )。 

在 1674 年 ,作为 数学 新 手 的 莱 布 尼 蒋 并 不 知道 格雷 戈 里 的 成 果 , 并 
相信 和 他 自己 找到 了 新 东西 。 这 反 过 来 让 他 的 英国 对 手 对 他 投 以 怀疑 的 目 
光 。 对 他 们 来 说 ， 莱 布 尼 蒋 具有 所 取 他 人 成 果 的 倾向 。 这 些 怀疑 在 18 世 
纪 初 期 自然 会 被 进一步 放大 ， 因 为 那 时 在 牛顿 亲自 指挥 下 ， 整 个 英国 都 


在 指责 菜 布 尼 蒋 列 窍 微 积分 的 抄 效 行为 。 级 数 子 =1-3+5- 了 +I-… 中 














的 这 笔 糊涂 账 被 当 作 是 莱 布 尼 茨 背 信 弃 义 的 最 初 例证 。 

但 是 ， 即 使 是 格雷 戈 里 也 不 是 第 一 个 涉足 这 条 道路 的 人 。 我 们 在 前 
一 章 中 提 到 的 印度 数学 家 尼 拉 坎 塔 在 一 本 名 为 Tantrasangraha 的 书 中 描 
述 了 这 个 级 数 ， 还 是 用 韵文 的 形式 。5 虽然 这 一 成 果 在 莱 布 尼 蒋 时代 的 
欧 济 尚 不 为 人 知 ， 但 这 件 事 提醒 世人 ， 数 学 是 全 人 类 的 事业 。 

尽管 有 格雷 戈 里 和 尼 拉 坎 塔 的 成 果 ， 但 是 我 们 知道 莱 布 尼 茨 的 级 数 
推导 不 是 剩 窍 行为 。 后 来 他 在 1674 年 写 道 ， 不 论 是 他 还 是 惠 更 斯 “或 者 
任何 一 个 在 巴黎 的 其 他 人 ， 完 全 没有 听 说 过 任何 关于 通过 有 理 数 的 无 穷 
级 数 表 示 圆 面积 的 报道 "。5 9 像 发 明 通常 的 微 积分 一 样 ， 莱 布 尼 茨 级 数 
是 一 项 属于 个 人 的 成 就 。 

在 接 下 来 的 20 多 年 里 ,， 当 莱 布 尼 茨 完善、 整理 并 且 发 表 了 他 关于 微 
分 学 和 积分 学 的 思想 后 ， 这 个 新 手 变 成 为 一 位 大 师 。 在 这 样 的 起 点 上 ， 
这 门 学 科 将 在 未 来 的 一 个 世纪 发 展 起 来 一 一 事实 上 将 迅猛 地 成 长 。 我 们 
将 继续 讲述 这 个 故事 ， 谈 谈 他 在 瑞士 的 两 位 最 著名 的 追随 者 ， 即 伯 努 利 
兄弟 二 人 。 
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雅 各 布 。 伯 努 利 (1654—1705) ”约翰 。 伯 努 利 (1667—1748) 


通常 ， 一 场 科学 革命 不 单 是 需要 一 位 黄 基 的 天 才 。 它 往往 也 需要 一 
位 组 织 天 才 ， 去 确立 科学 中 的 核心 思想 ， 对 它 的 产物 去 粗 取 精 ， 去 伪 存 
真 ， 并 使 之 能 为 大 众 理解 。 一 位 卓越 的 建筑 设计 师 可 以 设计 出 一 幅 安 伟 
的 蓝图 ， 但 是 这 份 赣 图 终究 需要 一 支 建筑 队伍 将 其 变 成 一 座 大 厦 。 

如 果 说 牛顿 和 莱 布 尼 欧 是 微 积分 的 建筑 设计 师 ， 那 么 正 是 雅 各 
布 。 伯 努 利 和 约翰 。 伯 努 利 所 做 的 大 量 工作 ， 才 把 微 积分 建立 成 今天 我 
们 所 知 的 这 门 学 科 。 这 兄弟 二 人 阅读 了 莱 布 尼 效 从 1684 年 到 1686 年 发 
表 的 最 早 论 文 ， 他 们 发 现 自己 如 临 决 斗 前 那样 兴奋 。 他 们 抓 住 云 山 和 雾 界 
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般 的 阐述 ， 充 实 它 的 细节 ， 然 后 通过 与 莱 布 尼 茨 的 交流 以 及 兄弟 彼此 之 
间 的 交流 ,完善 了 统一 性 、 条 理性 和 术语 。 例 如 ,“ 积 分 ”一 词 正 是 雅 
各 布 给 出 的 。m 在 他 们 手中 ， 微 积分 变 成 当今 学 生 易 于 接受 的 形式 ， 即 
具有 基本 的 求 导 法 则 、 积 分 方法 和 初等 微分 方程 的 解法 。 

虽然 同属 优秀 的 数学 家 ， 但 是 伯 努 利 兄弟 二 人 的 个 人 表现 完全 可 以 
用 “不 得 体 ” 来 形容 。 尤 其 是 约翰 ， 在 莱 布 尼 茨 与 牛顿 关于 微 积 分 发 明 
权 之 争 中 充当 了 好 斗 的 角色 ， 像 莱 布 尼 芯 的 牛头 犬 一 样 ， 忠 实地 站 在 他 
所 尊 奉 为 英雄 的 “大 名 时 里 的 莱 布 尼 获 ”一 边 ， 甚 至 声称 牛顿 不 仅 没 有 
发 明 微 积分 ， 而 且 从 来 没有 完全 理解 它 。 这 当然 是 对 历史 上 最 杰出 的 
一 个 数学 家 的 粗野 无 端的 攻击 。 

非常 不 幸 ， 由 于 家 庭 不 和 睦 ， 雅 各 布 和 约翰 也 以 相互 争斗 为 乐 。 例 
Au, 哥哥 雅 各 布 称 弟 弟 约翰 为 “我 的 学 生 ”， 即 使 是 在 这 个 学 生 的 才干 已 
经 明显 和 他 相当 的 时 候 也 是 这 样 。 同 样 ， 约 翰 在 事 隔 多 年 后 还 在 津津 乐 
道 地 谈论 如 何在 一 个 晚上 解决 了 困扰 雅 各 布 将 近 一 年 的 一 个 问题 。 

尽管 他 们 具有 难以 相处 的 执 描 天 性 ， 但 是 ， 伯 努 利 兄弟 还 是 在 数学 
史上 写 下 了 浓墨重彩 的 篇 章 。 雅 各 布 除 了 在 微 积分 上 的 贡献 以 外 ， 还 著 
有 《 猪 度 术 》 一 书 , 在 1713 年 (他 去 世 后 ) 出 版 。 这 本 书 是 概率 论 的 经 
典 之 作 ， 书 中 给 出 大 数 定律 的 证 明 ， 为 了 纪念 他 ， 人 们 往往 把 这 个 基本 
结果 称 为 “ 伯 努 利 定理 ”。m" 至 于 约 输 ,他 是 世界 上 第 一 本 微 积分 教科 书 
的 提 刀 人 。 这 件 事情 起 于 一 项 协议 ， 按 照 协 议 约翰 给 法 国 贵族 马 奎 
Hre (E iA (1661—1704) 提供 微 积分 课 材 料 ， 获 取 报酬 。 阁 必 达 
随后 在 1696 年 整理 出 版 了 这 些 材料 ， 书 名 为 《用 于 了 解 曲线 的 无 穷 小 分 
析 》。 在 这 本 书 里 首次 出 现 “ 洛 必 达 法 则 ”， 虽 然 同 这 本 书 一 样 ， 这 个 法 
则 实际 上 是 约翰 。 伯 努 利 发 现 的 ， 但 是 这 个 名 称 在 微分 学 中 从 此 就 固定 
下 来 。 呈 在 书 的 前 言 里 ， 洛 必 达 表达 了 对 伯 努 利和 莱 布 尼 茨 的 感谢 ， 他 
写 道 :“ 我 无 偿 地 使 用 了 他 们 的 发 现 , 所 以 只 要 他 们 愿意 , 我 真诚 地 把 他 
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们 要 求 拥有 的 任何 东西 归还 他 们 。” I9) 

性 情 暴躁 的 约翰 当然 不 满足 于 这 种 表示 ， 他 确实 声明 这 个 法 则 是 他 
发 明 的 ， 而 在 几 年 后 ， 他 抱怨 阁 必 达 用 金钱 换取 他 人 的 才智 。 当 然 正如 
数学 史家 Dirk Struik 所 说 ， 是 伯 努 利 自己 〈 实 际 ) 促成 了 这 起 交易 。 他 
给 我 们 的 简单 的 劝告 是 “就 让 善良 的 马 奎 斯 持 有 他 的 典雅 的 法 则 吧 ， 他 
支付 费用 了 ”。 为 避免 再 次 失去 荣誉 ， 约 翰 写 了 一 篇 关于 积分 学 的 内 
容 广 泛 的 论文 ， 在 1742 年 用 自己 的 署名 发 表 。™ 

为 更 清楚 了 解 伯 努 利 兄 弟 二 人 在 数学 上 的 成 就 ,我 们 有 选择 地 介绍 
他 们 的 成 果 。 首先 从 雅 各 布 的 调和 级 数 的 发 散 证 明 开 始 , 然后 考察 他 对 
一 些 奇 异 收敛 级 数 的 处 理 ， 最 后 介绍 约翰 对 他 所 谓 “指数 微 积分 ”的 








雅 各 布 和 调和 级 数 


像 在 他 之 前 的 牛顿 和 莱 布 尼 获 以 及 许多 后 来 的 数学 家 一 样 ， 雅 各 
布 。 伯 努 利 认为 无 穷 级 数 是 进入 分 析 学 的 必由之路 。 这 -点 从 1689 年 他 
所 写 的 专题 论文 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 中 可 以 明显 看 出 。 这 篇 文章 
是 对 无 穷 级 数 的 最 高 水 平 的 讨论 ,因为 无 穷 级 数 在 临近 17 世纪 末 才 被 人 
们 了 解 。 雅 各 布 考察 了 一 类 相似 的 级 数 ， 例 如 等 比 级 数 、 二 项 式 级 数 、 
反正 切 级 数 和 对 数 级 数 ， 以 及 某 些 以 前 从 未 讨论 过 的 级 数 。 在 本 章 ， 我 
们 考察 从 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 中 节录 的 两 段 文字 ， 第 一 段 专门 讨 
论调 和 级 数 的 奇异 特性 。 

在 1689 年 之 前 很 入, 有 人 已 经 发 现 级 数 1+ 了 + 了 + 二 +… 发 散 到 无 穷 








大 。 在 大 多 数 现代 教科 书 中 可 以 找到 尼 科 尔 " 奥 雷 姆 (大约 1323—1382) 
发 现 的 证 明 ， 以 及 彼得 罗 “。 门 戈 里 (1625—1686) 提出 的 另 一 种 证 明 。' 
莱 布 尼 蒋 也 许 并 不 了 解 这 两 位 先驱 者 的 工作 ， 在 他 早年 在 巴黎 任职 期 间 
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发 现 这 个 级 数 是 发 散 的 ， Meiel ii, 并 告诉 他 


的 英国 同行 ， 而 从 他 们 那里 获悉 ， 又 有 人 捷足先登 了 。 l 

所 以 ， 调 和 级 数 的 发 散 已 不 再 是 新 闻 。 但 是 ， 我 们 通过 下 面 另 外 一 
种 方法 得 到 同样 的 结果 ， 可 以 增长 见识 ， 更 不 必 说 其 中 的 多 样 性 的 魅力 
了 。 雅 各 布 。 伯 努 利 的 发 散 性 证 明 就 是 与 他 的 前 辈 们 的 证 明 锭 然 不 同 的 
这 样 一 种 方法 。 

等 比 数列 和 等 差 数 列 在 他 那个 时 代 如 日 中 天 ， 他 首先 从 对 比 这 两 类 
数列 开始 。 他 将 前 一 种 数列 描述 为 A, B, C, D, s, Hp 
B/4=C/B= D/C ， 等 等 ,例如 ，2, 1 1/2, 1/4,…。 他 将 后 一 种 的 数列 ， 
BIRA, B, C, D,… 的 形式 ,其 中 8-4=C-8=D-C， 等 等 ， 一 个 例子 
就 是 2, 5, 8, 11,…。 当 然 ， 现代 的 书写 习惯 是 强调 等 比 数列 的 公 比 (r) 
和 等 差 数 列 的 公差 (4) , 因此 我 们 将 等 比 数列 写成 4, Ar, Ar, 47， 
而 将 等 差 数列 写成 4, A-d, A+2d, A*3d ,…。 

作为 雅 各 布 的 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 的 第 4 个 命题 ， 他 证 明了 
关于 前 两 项 相同 的 正 数 项 等 比 数列 和 等 差 数 列 的 一 个 引 理 。 

定理 A,B, C;-, D, EDO00 i0000000 00 
A, B, F;-, G, H000 40 80000000 
ID DE uguali u Umauuu 
证 明 (0 D0000000000000 4,4r, Ar, 


























































































































































































































































































































Ar,:“*“0000000000 4, 4+d, A+2d, A+3d, DD | 












































[Il] 4r2B- A«d 000 r>10000 4m-0?»0[ | 
Ar! * A»24Ar 





















































Ctr A»2Bz2(A-d)- A+(A+24)= A+F 
C>F D000000000000 3 000l 
3 (] 40005 00000 " 
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在 几 个 命题 之 后 , 雅 各 布 证 明了 在 描述 方式 上 带 有 17 世纪 风格 的 下 
述 结果 。 
定理 0000000000 48,6…,D,E000 1000 20 
0000000000000000000 10000000000 
A 00000000000000000000000000 

























































































r4 
r4 





A A  Aüwerer^--4r") | AcAr t Ar! +t Ar" 

B Ar Ar(ü*r*r 4r") Arc Ar) Ar"! + Ar" 
| AcrBtCct--€D 
B+C+--+D+E 


FRIA RARER, 邻 S=4+B+C+.…+D+E 
为 待 求 的 和 ， 他 应 用 上 述 结果 得 到 今 = < 二 一， 求 解 得 
A? — BE 
A-B 
注意 式 (O) 用 到 了 有 限 等 比 数列 的 第 1 项 (4)、 第 2 项 (8) 和 最 后 
项 (E), 。 这 与 我 们 今天 看 到 的 标准 求 和 公式 
AQ - r*) 
l-r 
不 同 ， 这 个 公式 利用 的 是 第 1 项 、 项 数 和 公 比 。 
以 这 些 预 备 知识 做 铺垫 ， 现 在 我 们 可 以 看 看 雅 各 布 对 调和 级 数 进行 
的 分 析 。 此 项 分 析 在 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 一 文中 紧 接 在 约翰 的 级 
数 发 散 证 明之 后 。 中 将 弟弟 的 成 果 包 含 在 他 的 论文 中 也 许 显得 异 平 导 党 
HAE FUA fel T 给 出 自己 的 另 一 人 证明。 用 他 的 话说 ， 
目标 是 证 明 “ ‘无穷 调 和 级 数 1+ . Du E … 的 和 超过 任意 给 定 的 数 。 因 








S= (1) 





A+Ar+Ar +--+ Art = 





此 ， 它 的 和 为 无 穷 大 ”。"™ 
定理 0000000 
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证 明 
1 1 
1 N 
N 
倘若 1 
1 l/a 
1 n 
1,1 l 1 a,a*l,a-*2, 
a a+l a-2 
a,a*l,C,D,:, 
Kzamg deri 1 
a 
1 1 1 1 1 1 1 1 
一 十 十 二 > 一 + 一 上 一 + 一 二 十 一 
a a+l a+2 a a+l C D K 
1 4=1/a B -l/(a-*l) 
E=1/K xl/a? 
1 3 H 1 1 
2 2 2 
d.d 1 AS acl K 之 4 (a t 1)a 1 
a atl a-42 UNE 1 4. 1 
a a+l a a+l 
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00000000000000000000 
jJ0000000000000 有 限 UJ0UD00000 10000 


UUU0U000 
1 1 二 
esq: 
6 25 


l, 

ru 

up 2 s) 
* 676 6" + 458329 
000000001 
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DUOUOUUU0O0O00D0D0 
000000000000 

这 是 一 个 构思 巧妙 的 证 明 。 雅 各 布 很 清楚 它 的 重要 意义 ， 他 强调 ， 
“一 个 最 后 项 趋 近 零 的 无 穷 级 数 的 和 也 许 是 有 限 的 ， 也 许 是 无 限 的 ”。 
自然 ,不 会 有 现代 数学 家 谈论 无 穷 级 数 的 “最 后 项 ”， 但 是 雅 各 布 的 意图 
是 清楚 的 ,即使 无 穷 级 数 的 一 般 项 缩小 至 零 ， 也 不 足以 保证 级 数 收敛 。 
调和 级 数 就 是 一 个 极 好 的 例子 。 雅 各 布 ， 伯 努 利 因此 证 明了 这 一 点 ， 今 
天 大 家 依然 采用 这 个 证 明 。 


JE es fo AD fE BER ER EA 


调和 级 数 之 所 以 被 关注 是 因为 它 的 不 良 特性 ， 即 发 散 性 。 受 到 同样 
关注 的 是 具有 有 限 和 这 种 良好 特性 的 无 穷 级 数 。 雅 各 布 从 等 比 级 数 开始 
并 巧妙 地 对 其 进行 改变 ， 计 算 了 一 些 非 同一 般 的 级 数 的 精确 值 。 下 面 我 
们 考察 其 中 几 个 级 数 。 
首先 ， 他 需要 求 无 穷 等 比 数列 的 和 。 如 式 (0) 所 示 ， 伯 努 利 使 用 公式 
A^ — BE 
A-B 
求 出 有 限 等 比 数列 的 和 。 他 注意 到 一 个 必然 结果 ， 由 正 数 构成 的 公 比 小 
于 1 的 无 穷 等 比 数列 的 一 般 项 必定 趋 近 零 。 因 此 ， 他 简单 地 令 他 的 “最 
后 ”项 已 =0 ， 得 到 











(] 
(] 






























































[14] 























A+B+C+--+D+E= 
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2 


(2) 





A+B+C+--+D+E= 
A-B 


等 差 数列 和 等 比 数列 并 不 是 17 世纪 的 数学 家 们 唯一 熟悉 的 数列 形 

式 。 他 们 也 熟悉 “ 霹 积 数 "， 这 是 同 某 些 几何 形体 〈 如 三 角形 、 棱 锥 体 和 
立方 体 ) 相关 的 整数 的 家 族 。 例 如 我 们 有 三 角形 数 1, 3, 6, 10, 15, …， 这 
样 命名 是 因为 它们 来 源 于 图 3-1 所 示 的 不 断 扩展 的 三 角形 中 的 点 数 。 容 
页 


SAN, PEPEE sk EH ， 共 中 的 二 项 








式 系数 是 在 雅 各 布 。 伯 努 利之 后 才 出 现 的 记号 。 


O 
O OO 
O OO OOO 
O OO OOO OOOO 
O OO QOO OOOO OOOOO 
1 3 6 10 15 
图 3-1 





同样 ， 棱 锥 体 数 是 1, 4, 10, 20, 35, … ， 它 们 是 以 三 角形 为 底 的 棱锥 
RAUSE, ICE, 第 个 要 体委 是 E+)? 


自然 ， 正 方形 数 1,4,9, 16, 25,… 和 立方 体 数 1,8, 27, 64, 125, … 同 样 有 其 
几何 意义 。 
伯 努 利 在 这 方面 的 研究 兴趣 表现 为 如 下 形式 ， 他 想 求 出 无 穷 级 数 
Tete ee m ec BR, Jobs cf a b, cs ns d, EHE 
E 
2 3 


而 分 母 4, B, C, c, D, … 构 成 等 比 数 列 。 例 如 ， 他 想 要 计算 > 5 或 


k=1 











YE PEERAA, CUR, XCHGICRUIRUBEUEIUISIL 
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雅 各 布 解决 这 类 问题 的 办 法 是 先 解决 简单 问题 ， 再 解决 复杂 问题 ， 
在 数学 上 ， 这 始终 是 一 种 正确 的 策略 。 仿 照 他 的 论证 过 程 ， 我 们 从 以 自 
然 数 为 分 子 和 等 比 数列 为 分 母 的 无 穷 级 数 着 手 。"” 


1 2 3 4 5 d’ 
定理 N d »1[] 十 一 十 十 十 Te 
me b bd bd bd! ba’ b(d -1y 


1.112 3 4 5 








































































































































































































证 明 口中 DODD N= 一 + 一 + + + Te DUI 
eM b bd bd! bd? bd’ 
| || IDOOODO2000000I 
让 
b bd bd! bd? bd* l/b-l/bd  b(d-l) 
psc) xd (Lpd 1 
+t— 07.4.4467 — p 
bd bd! bd! bd l/bd-l/bd^  b(d-1) 
2 2 
1 1 1 (1/bd ) 1 
eoa ea OSES TIG 
bd? bd? bd l/bd?-l/bd?  bd(d-1) 
2 
1 1 (1/ba°) 1 





十 Tee 
bd! bd* l/bd? -l/bd* bd’(d-1) 



















































































1 2 3 s 8 
= 一 十 一 十 一 十 一 一 十 + 
b bd bd! bd’ bd’ 

d 1 1 1 
= + + + + 
b(d-1) b(d-1) bd(d-1) bd'(d-l) 


d f 1 1 1 | d 1/b° 
= 一 一 | 一 + 一 十 一 二 一 一 + |= 一 一 | — 
d-l|b bd bd? bd? d —1| 1/b —1/ bd 
d? 
~ b(d-ly 
0 0 u 
4 5 "i 


3 
， 当 b=1 和 d=7 i 二 一 十 一 一 十 一 一 十 … 二 
PL EXE bU i i 491 1x6 
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cd 
36 * 
下 一 步 ， 雅 各 布 将 分 子 换 成 三 角形 数 。 

1 3 6 10 15 d? 
定理 T d»1 T= 一 + 一 + + + Tem 
定理 b bd bd? bd bd bd- 
证 明 H-T 0 | k 
TESI ttk [] 

PE E E NN MEER EE 
b bd bd! bd? bd’ l/b-l/bd  b(d-l) 
SN D MER RN (2/bd) | 2 
bd bd? bd? bd* 2/bd-2/bd?  b(d-1) 
2 
3 3 3 E (3/ ba?) 8 
I v qp VIDEA SEU LA 
bd? bd? bd 3/bd? -3/bd? bd(d-1) 
3 2 
4 4 (4! bd ) 4 


十 十 .… 一 
bd! bd’ 4/bd’ -Aíbd* — bd^(d -1) 






































| 
1 „1+2 1+2+3 1+2+3+4 
b bd bd? bd? 
d 2 3 4 
= + + + +e 
b(d-1) b(d-1) bd(d-1) bd? (d —1) 





















































0 N 
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f 2 3 4 | 
= 一 十 一 十 一 一 十 一 一 十 … 
d-l|b bd bd? bd? 

2 3 
d PUN d x d 2a d 
d-1 d-1 b(d-ly  b(d-1ly 


1 3 6 10 15 32 
如 ， 当 5=2 和 4d =4 时 ， 二 二 十 一 十 一 一 十 te=, 
例如 ， 当 T fiz 8 32 128 512 27 


接 下 来 雅 各 布 考 虑 分 子 为 楼 锥 体 数 的 情况 。 
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1 4 10 20 35 d^ 
定理 P d»l 书 = 一 + 一 + 一 一 + 一 + 一 一 +…= 
定理 ” UU 了 b bd bd? bd? bd’ ba- l 





























证 明 (UU UD Ul 


f 3 6 10 15 | 
P= tte arte a 
b bd bd? bd? bd 





































































































1 4 10 20 35 | 1 
| dE cues mui moz cb =T+—P 
bd bd? bd? bdt bd^ | d 
3 4 
(i-3Je-r- CB 
d b(d -1) b(d -1) 
例如 ， 当 b=5 和 a=5 时 ， 可 得 
k+2 
< 3 1 4 10 20 35 125 
b3 二 二 二 二 六 十 十 da 
c 5 5 25 125 625 3125 256 


在 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 一 文中 这 一 部 分 的 最 后 ， 雅 各 布 讨论 
了 以 立方 体 数 为 分 子 和 等 比 数列 为 分 母 的 无 穷 级 数 。 
定理 C 004>1000 

















8 27 64 125, _ d'(d'*4d-l) 


1 
一 + 一 一 上 + 一 一 十 一 一 十 
b bd bd! bd? bd b(d —1y* 


证 明 
1. 2 3 4 5 6 24 60 120 
C- [ree t+ Id tes 
b bd bd? bd bd bd bd? ba bd 

2 4 10 20 35 
= NT+ EL tb 
d|b bd bd' bd? bd 











esent 
d 

















es d’ 25 d* | d'(d'*4d-4l) 
b(d-ly d|b(d-1y b(d -1)* B 


当 雅 各 布 令 b=5 和 d =5 时 ， 他 得 到 精确 的 和 : 
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=< k? 1827 64 125 216 
>》 一 = 二 + 一 + 一 + 一 + 一 -+ 
mp 2.4 8 16 32 64 
343 512 729 1000 
二 一 二 十 一 一 + 4e 
128 256 512 1024 


这 是 一 个 令 人 惊奇 而 又 非 直观 的 结果 。 
在 取得 这 些 成 果 之 后 ， 雅 各 布 " 伯 努 利 也 许 开始 感到 无 往 而 不 胜 了 。 
倘若 他 当时 真 地 怀 有 这 种 想法 ， 很 快 也 会 转变 态度 的 ， 因 为 由 平方 数 的 
倒数 构成 的 级 数 ， a". 挡住 了 他 的 去 路 。 他 可 以 采用 我 们 现在 所 


























知 的 比较 检验 法 证 明 这 个 级 数 收敛 于 某 个 小 于 2 的 数 ， 但 是 他 未 能 求 出 
这 个 数 。 雅 各 布 收 起 了 他 的 傲慢 ， 在 他 的 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 中 
提出 了 这 样 的 屋 求 :“ 如 果 谁 能 解决 并 告知 这 个 我 们 无 能 为 力 的 问题 , 我 
们 将 不 胜 感谢 。”"" 

正如 我 们 在 后 面 要 看 到 的 , 对 于 伯 努 利 提出 的 难题 ， 整整 一 代 人 不 得 
其 解 ， 直 到 最 后 由 历史 上 最 卓越 的 分 析 学 家 之 一 的 欧 拉 给 出 问题 的 答案 。 

雅 各 布 。 伯 努 利 堪 称 一 位 无 穷 级 数 的 大 师 。 他 那 位 具有 同样 天 赋 的 
弟弟 约翰 有 着 自己 感 兴趣 的 研究 领域 .下面 我 们 来 讨论 其 中 约翰 称 为 “ 指 
数 微 积 分 ”的 问题 。 




















约翰 和 x 
在 1697 年 的 一 篇 论文 中 , 约翰 * 伯 努 利 从 下 述 一 般 法 则 开始 他 的 讨 
论 :“ 一 个 对 数 函数 无 论 多 么 复杂 , 它 的 微分 等 于 函数 表达 式 的 微分 除 以 
表达 式 .” 中 例如 ， dino - ， 或 者 


1 1| 2xdx+2yd xdx + yd 
d[In J (xx + yy) ] = —d[ln(xx + yy)] = IK e Zek 
2 2 XX+ yy XX+ yy 





在 最 后 的 这 个 表达 式 中 ， 我 们 保留 了 伯 努 利 的 原 有 记号 。 在 当时 的 
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数学 出 版 物 中 ， 高 次 宕 的 写法 与 现在 相同 ， 但 是 通常 把 平方 妃 写 成 xx 。 
此 外 ， 顺 便 说 一 下 ， 伯 努 利 还 用 表示 x 的 自然 对 数 。 
约 输 给 出 了 对 应 的 积分 公式 | 全 ~ 亿 。 在 他 学 术 生 涯 的 早期 ， 对 于 





yoi 
0% 
种 对 指数 法 则 的 滥用 , 今天 许多 初学 微 积分 的 学 生 也 有 这 样 的 错误 理解 。 
9 幸好 约翰 改正 了 他 的 错误 。 

凭借 这 些 预备 知识 ， 约 翰 作 出 承诺 ， 他 要 用 “由 我 首先 创立 的 ”法 
则 去 获取 丰硕 的 知识 成 果 ,“ 用 以 前 没有 被 发 现 的 或 者 不 是 广为人知 的 
知识 去 充实 这 座 新 的 微 积分 的 宝库 ”。" 1 也许 他 最 感 兴趣 的 例子 莫 过 于 
图 3-2 所 示 的 曲线 y =x 。 





xl1=c ， 这 是 一 








这 一 点 的 理解 极为 混乱 ， 他 相信 上 空 = dr 

















图 3-2 
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约翰 从 曲线 上 任意 一 点 求 出 次 切 距 , 即 x 轴 上 切线 下 方 的 线段 LE。 
为 做 到 这 一 点 ， 他 首先 对 曲线 方程 两 端 取 对 数 : Iny) = In(x*)=xIn(x)。 
然后 他 利用 自己 的 法 则 求 微分 : 
ee Puede de )de 








y x 
pub, Z pH Dyno) ， 他 由 此 求 出 次 切 距 的 长 度 
y 1 


-tmo l+’ 

伯 努 利 下 一 步 就 是 寻找 曲线 的 极 小 值 ， 他 将 其 称 为 “所 有 纵 坐 标的 
最 小 值 ”。 当 切线 处 于 水 平方 向 或 者 等 价 于 次 切 距 为 无 穷 大 时 , 得 到 曲线 
的 极 小 值 。 为 了 确定 当 1+Inx=0 时 x 的 值 , 约翰 描述 了 一 个 颇 为 复杂 的 
几何 步 又。 

他 的 推理 无 懈 可 击 ， 但 是 他 的 答案 的 形式 按照 当今 的 判别 标准 ， 看 起 
来 不 是 最 佳 的 。 由 于 指数 函数 的 引进 是 几 十 年 之 后 的 事情 ， 所 以 ， 约 翰 受 
到 制约 , 他 缺乏 一 种 用 于 简单 表达 结果 的 记号 。 现 在 我 们 可 以 求 出 x=1/e ， 


再 确定 x 的 最 小 值 ， 也 就 是 图 32 中 线段 CM 的 长 度 ， 等 | ] "We 
e 




















这 个 值 近似 为 0.6922。 不 言 而 喻 ， 这 个 答案 决 不 是 显而易见 的 。 

至 此 ,约翰 只 不 过 作 好 了 继续 前 进 的 准备 。 他 在 1697 年 的 另 一 篇 论 
文中 ， 解 决 了 一 个 更 为 束 手 的 问题 求 他 的 曲线 y=x* 之 下 从 x= 0 到 
x=1 的 区 域 的 面积 。 就 是 说 ,他 想 求 | x de 的 值 。 相 当 令 人 吃惊 ,他 求 


出 了 他 一 直 试 图 寻找 的 答案 。 DUI 
这 个 论证 需要 两 个 前 提 条 件 。 他 将 第 一 个 条 件 表述 如 下 : 


z z z^ 
[0 果 z=InN ,那么 N=1+z+ 一 + + Te 
AR à 2 2x3 2x3x4 


从 这 里 ， 我 们 看 出 N 的 表达 式 是 指数 级 数 。 如 果 NN=x”， 那 么 
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一 、 





努 利 兄弟 | 55 














z=InN=xnx， 而 约翰 推导 出 
X (nx) x (nx) x'ünx — (3) 
2 2x3 2x3x4 
约翰 的 目标 是 通过 对 每 一 项 积分 求 和 来 求 这 个 和 的 积分 。 为 此 ， 他 需 
要 求 积分 fx * (Inx)' dx 的 公式 。 他 采用 递归 的 方法 产生 如 下 所 示 的 积分 表 。 


x“ =1+xlnx+ 








[dx eX. 


fxlxdx—tisxxlx — xx, 
2 


Fx lx da ==} x /x —3* xix Tdee 


Se ed ==} xtlx? 一 高 wx To tpe dE x*, 


Ad 一 0 一 个 0 Eae — uec x5 x 
4-4 22 ie 
fxx'dx ndm &c. 





约翰 。 伯 努 利 的 积分 表 (1697) 
一 种 现代 的 方法 则 是 利用 分 部 积分 证 明 约 化 公式 


[maordr= 一 ztno- id fx" dnx) à (4) 
m+1 m+l1 





对 于 m=n=1, X (4) 中 的 递归 公式 给 出 

[stnx de zo nx- [xix i nx 
( 像 伯 努 利 和 他 同时 代 的 数学 家 一 样 , 我 们 忽略 了 积分 公式 后 面 的 任意 常 
数 项 “+C”。) 对 于 m=n=2， 得 到 


[x nx) qr = Pray -i [end 
zl day Z5 mx- far] 
3 313 3 


loda agi los 
3 9 
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其 中 我 们 已 经 应 用 了 取 m=2 和 n=1 时 的 公式 (4)。 
通过 这 种 方式 , 我 们 重新 得 到 了 伯 努 利 的 积分 表 。 同 式 (3) 的 指数 
级 数 一 样 ， 这 也 是 求解 他 的 奇特 问题 的 关键 。 


oq 1TNA+1 
定理 fied- -t 
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证 明 [10 U 3 品 


2 2 
[rtf iapa 4 
0 0 2 











x (In x? " x‘ (In x) 
2x3 2x3x4 
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LL x^ (In x) dx 4-- 
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A 1 (2) 1/6 1 24 ) 
| x'dxzl1-—4 - 十 一 … 
0 4 2427, 2x3\256) 2x3x4\3125 

1 1 1 1 
pee + Ek + 一 。。 

4 27 256 3125 

1 1 1 1 


2'yS p y ü 

这 个 级 数 给 出 曲线 了 = 产 下 单位 间隔 内 的 面积 ， 这 是 十 分 引 人 注 目 

的 。 除 了 级 数 极 好 的 对 称 性 和 直观 性 以 外 ， 约 翰 还 发 现 了 它 具 备 另 外 一 

种 特性 。 他 写 道 :“ 这 个 奇妙 的 级 数 收敛 得 非常 快 ， 第 10 项 的 值 只 占 总 

和 的 10 亿 分 之 一 。” Prg, 仅 需 要 计算 很 少 的 几 项 就 得 到 
edx = 0.783 4305107 ， 这 是 精确 到 第 10 位 小 数 的 数值 。 


从 本 章 的 例子 明显 看 出 ， 雅 各 布 ， 伯 努 利和 约翰 ， 伯 努 利 确实 是 区 
特 弗 里 德 "威廉 莱 布 尼 茨 的 得 意 门生 。 用 现在 的 话 来 说 ， 莱 布 尼 茨 的 
微 积分 在 他 们 的 手中 变 成 “用 户 友 好 的 ”。 这 兄弟 二 人 使 在 他 们 之 前 原 
本 很 深奥 的 微 积 分 成 为 非常 容易 理解 的 学 科 。 

此 外 ， 约 翰 还 留 下 了 另外 一 份 “ 遗 产 ”。 在 18 世纪 20 年 代 ， 他 培 
养 了 一 名 前 途 无 量 的 年 轻 的 瑞士 学 生 。 这 位 学 生 的 名 字 是 莱 昂 哈 德 。 欧 
拉 ， 我 们 将 在 下 一 章 介 绍 他 的 成 就 。 
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菜 昂 哈 德 。 欧 拉 (1707—1783) 


无 论 按 何 种 标准 衡量 历史 上 最 杰出 的 数学 家 ， 莱 昂 哈 德 。 欧 拉 都 是 
其 中 的 佼佼 者 。 在 永 不 枯竭 的 广泛 兴趣 的 推动 下 ， 他 使 数学 发 生 了 彻底 
的 变革 ， 他 一 方面 扩展 了 像 数论 、 代 数学 和 几何 学 这 样 一 些 早已 确立 的 
分 支 学 科 的 研究 范围 ， 同 时 又 创建 了 像 图 论 、 变 分 学 和 分 拆 论 这 样 一 些 
分 支 学 科 。 数 学 界 在 1911 年 开始 出 版 他 的 著作 集 《 欧 拉 全 集 》， 这 本 身 
就 是 一 个 巨大 的 挑战 。 到 目前 为 止 , 已 经 出 版 了 70 余 卷 , 达 25000 多 页 ， 
还 尚未 完成 此 项 任务 。 这 个 耗费 了 将 近 一 个 世纪 时 间 的 庞大 的 出 版 项 目 
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充分 证 明了 欧 拉 与 生 俱 来 的 过 人 数学 天 赋 。 

这 种 天 赋 在 分 析 学 中 表现 尤为 突出 。 在 已 经 出 版 的 欧 拉 著作 集中 ， 
就 有 厚 厚 的 18 卷 近 9000 页 是 论述 这 门 学 科 的 。 这 些 著作 中 包含 了 函数 
(1748)、 微 分 学 (1755) 和 积分 学 (1768) 的 里 程 碑 式 的 教材 ， 以 及 数 
十 篇 题材 从 微分 方程 到 无 穷 级 数 以 至 椭圆 积分 的 论文 。 因 此 ， 欧 拉 被 描 
绘 成 “分 析 学 的 化 身 ”。" 

要 在 这 短 短 一 章 的 篇 幅 中 公允 地 介绍 这 些 贡 献 是 不 可 能 的 。 我 们 仅 
选择 5 个 主题 ， 以 期 能 帘 探 欧 拉 的 成 就 。 首 先 从 初等 微 积分 的 一 个 例子 
开始 ， 介 绍 他 大 胆 的 一 一 或 许 有 人 会 说 是 不 顾 一 切 的 方法 ， 来 说 明 他 如 
此 鲜明 的 工作 特色 。 








欧 拉 的 一 个 微分 


欧 拉 在 1755 年 写 的 《微分 学 原理 》 这 本 教科 书 中 ,给 出 了 微分 学 的 
一 些 常见 的 公式 。" 这 些 公式 建立 在 “无 限 小 量 ” 概 念 的 基础 上 ， 他 对 
这 一 概念 的 特征 描述 如 下 。 
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对 欧 拉 来 说 , 微分 dx 就 是 零 : 既 不 多 ,也 不 少 一 一 一 句 话 ,什么 也 
没有 。 因 此 ,表达 式 x 和 x+dx 是 相等 的 ， 并且 在 必要 时 可 以 互 换 。 他 注 
意 到 “ 同 有 限量 相 比 ， 无 穷 小 量 消失 为 零 ， 因 此 可 以 忽略 不 计 ”。 此 
外 ， 像 (dx) 和 (do 这样 的 无 穷 小 量 的 乘 方 比 dx 还 要 小 ， 所 以 同样 可 以 
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欧 拉 通常 需要 寻求 的 是 微分 之 比 ， 并 且 确 定 这 个 比值 ， 这 相当 于 对 
0/0 赋予 一 个 值 ， 这 是 微 积分 的 使 命 。 正 如 他 所 说 ,“ 微 分 学 的 强大 之 处 
在 于 它 同 研究 任何 两 个 无 穷 小 量 的 比值 相关 "。5 
我 们 以 他 对 函数 y=sinx 的 处 理 作为 一 个 例证 。 欧 拉 从 牛顿 级 数 开 
始 (其 中 我 们 使 用 现在 的 “阶乘 ”符号 ): 











$ Z Z 
ENT s! 7 
. . . (1) 
zozugz og 
cosz = l- —4 —-— 
2! 4! 6! 


用 微分 dx 代 换 z， 他 推出 








Sin dx = dx 一 (dx) T (dx)' - (a Te 
3! 5! 7! 
aliqu q 205" T (dx) - (hy Te 
2! 4! 6! 


由 于 微分 的 高 次 方 相 对 于 dx 或 者 常数 是 可 以 忽略 的 ， 这 两 个 级 数 化 简 
成 


sindx- dx, cosdx-1 (2) 
EFEN y 2 sinx 中 ， 欧 拉 用 x+dx RE x, JH yedy RE y (这 对 他 
来 说 没有 任何 改变 ) , 然后 利用 恒等式 sn(w+D)=sinwcosZ+coswsin B 


和 式 (2)， 得 到 

y +dy = sin(x + dx) = sin x cos(dx) + cos xsin(dx) = sin x + (cos x)dx 
从 两 端 减 去 ”= sinx , 他 得 到 dy = sin x+ (cos x)dx — y = (cosx)dx 。 欧 拉 把 
这 个 结果 变 成 一 句 口 雇 :“ 任 意 弧 度 的 正弦 的 微分 等 于 弧度 的 微分 与 弧度 
余弦 的 乘积 。”" 由 此 推出 , 这 两 个 微分 的 比值 自然 就 是 我 们 所 谓 的 导数 


D SEDES osx, 非常 简单 ! 
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欧 拉 的 一 个 积分 


欧 拉 是 历史 上 最 重要 的 求 积 专家 之 一 ， 被 积 函 数 越 是 奇特 ， 他 做 得 
越 是 得 心 应 手 。 在 他 的 著作 中 ， 特 别 在 《 欧 拉 全 集 》 第 17 卷 、 第 18 卷 
和 第 19 卷 中 ， 随 处 可 见 下 面 一 类 非 同 寻 和 常 的 例子 : UU 

jen quoe 
9 1+x 252 
js NE: 








0 x 2 


| 1 sin(p ln x): cos(q In x) dx = ! arctan 2p 
0 Inx 2 Sp 








最 后 这 个 公式 是 超越 函数 一 种 多 重组 合 的 积分 。 
典 


作为 一 个 独特 的 典型 ,我 们 考察 欧 拉 对 dx 的 求 积 过 程 。 中 


首先 ， 他 采用 了 一 个 备 受 推崇 的 策略 :只 要 可 能 就 引入 一 个 无 穷 级 数 。 
MX (1)， 他 得 到 





na (n3 no 











sin(Inx) P*7 73 51 g 
In x In x 
2; 4 6 
no nn 
3! 51 7 


用 积分 的 无 穷 级 数 代替 无 穷 级 数 的 积分 ， 得 到 


isin(Inx) ， [! l çi 2 1 re: 4 
jd dee [ dnx) dx 


1 "1 6 
-| ,in dx + (3) 


形 如 | | dno) dx 的 积分 不 禁 使 人 联想 到 前 一 章 的 约翰 。 伯 努 利 积分 公 
式 ， 而 欧 拉 立 即 看 出 它们 的 递归 形式 : 


[29^ dx 2 [x(n x} -2xlnx+2x || =2=2! 
fin x) dx = | x(n x)! —2x(Inx) +12x(In x)? 
-24xInx+24x]| =24=4! 
fan’ar =720=6! 
依 此 类 推 。 正 如 前 一 章 所 见 ， lim x(Inx)' =0 ， 这 说 明 在 这 样 一 些 不 定 
积分 中 用 0 代 换 x， 相应 的 项 变 成 零 。 
当 欧 拉 将 这 个 形式 的 结果 用 于 式 (3) 时 ， 他 求 出 
f SoS) ei xn HA] 7 [720]+ -+ 





0 lnx 
1 1 1.1 
3.57 9 
这 自然 是 第 2 章 中 的 莱 布 尼 茨 级 数 ， ao 
pe sin(Inx),. 
In x 


从 这 个 推导 可 以 看 出 ， 欧 拉 同 他 的 前 辈 们 牛顿 、 菜 布 尼 蒋 和 伯 努 利 
兄弟 一 样 ， 是 对 付 无 穷 级 数 的 无情 的 ) 高 手 。 事 实 上 ， 人 们 有 理由 说 ， 
在 他 的 前 辈 数学 家 们 的 工作 基础 上 ， 一 种 相当 高 的 处 理 无 穷 级 数 的 水 平 
造就 了 这 样 一 位 早期 的 分 析 学 家 。 

上 述 积分 中 出 现 的 把 我 们 直接 引 向 下 一 个 主题 ， 求 这 个 著名 的 超 
越 数 的 近似 值 的 欧 拉 方 法 。 


T. B fr fs f 


按照 定义 , 7 是 圆 的 周 长 与 直径 的 比值 。 自古 以 来 ， 人 们 就 认识 到 这 
个 比值 对 任何 圆 而 言 皆 为 常数 ， 但 是 确定 这 个 常数 的 数值 则 让 数学 家 们 
忙碌 了 几 个 世纪 。 

众所周知 ， 阿 基 米 德 估计 7 值 的 方法 是 画 出 贺 的 内 接 (和 外 切 ) 正 多 
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边 形 ， 然 后 用 这 两 个 多 边 形 的 周 长 佑 计 圆 的 周 长 。 他 从 内 接 和 外 切 正六 
边 形 开始 计算 , 然后 将 边 数 加 倍 到 12 边 . 243. 4838, 最 后 直至 96 边 。 
他 证 明了 “任意 圆 的 周 长 与 直径 的 比值 小 于 3 而 大 于 3m. I 这 表明 











精确 到 两 位 小 数 的 值 就 是 x =3.14 。 

后 来 的 数学 家 们 利用 了 阿 基 米 德 的 思想 ， 他 们 的 数 系 比 古 希 腊 人 所 
用 的 数 系 在 计算 上 更 为 简单 。 弗 兰 西 斯 * 韦 达 (1540—1603) 于 1579 年 
用 6x2" =393216 边 的 正 多 边 形 求 出 7 精确 到 9 位 小 数 的 值 。 这 种 几何 
近似 的 方法 在 鲁 道夫 ， 范 ， 休 伦 (1540 一 1610) 手 里 到 达 了 顶峰 (或 者 
说 触 到 了 天 底 ) 。 他 用 2” 边 的 正 多 边 形 计算 7 精确 到 35 位 小 数 的 值 ， 
显示 为 一 串 非常 元 长 的 数字 。 据 说 这 个 计算 耗费 了 他 几乎 一 生 时 光 。™™ 

不 季 的 是 ， 这 个 计算 过 程 中 的 每 一 次 新 的 近似 都 需要 求 一 个 新 的 平 
方 根 。 阿 基 米 德 的 内 接 96 边 形 的 并 的 估计 值 为 


a 


这 个 表达 式 营 心 悦 目 ， 然 而 演算 起 来 却 是 铅笔 的 梦 厢 。 在 计算 这 五 重 平 
方 根 以 后 ， 我 们 才 得 到 仅 有 两 位 小 数 的 精度 。 更 精 糕 的 是 韦 达 所 求 的 17 
重 平 方 根 只 得 到 9 位 小 数 的 精度 ， 而 令 人 望 而 生 旦 的 是 鲁 道夫 的 近似 值 
需要 手工 计算 五 打 的 典 套 平方 根 , 而 且 每 次 计算 都 需要 取 35 位 小 数 。 欧 
拉 将 这 种 工作 比喻 为 大 力 神 海 格力 斯 式 的 策 重 劳动。" 

所 幸 还 有 其 他 计算 方法 。 我 们 在 第 2 章 已 经 提 到 过 詹姆斯 "格雷 戈 
里 发 现 的 反正 切 函 数 的 无 穷 级 数 : 





























arctan x = x- + 二 T... (4) 
3 5 7 
对 于 cl, 这 个 级 数 变 成 散布 尼 区 级 数 了 =arctan(1) = 1- +< -了 + oen. 


5 
正如 我 们 所 见 , 它 对 于 计算 7 的 近似 值 毫 无 价值 , 因为 收敛 速度 极为 缓慢 。 
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然而 ,如 果 我 们 代入 一 个 接近 于 零 的 x 值 , 其 收敛 速度 就 会 比较 快 。 
例如 ， 在 式 (4) 中 令 x= 二 A 
5 








元 | 1 1 1 1 1 
6 = arctan 


x ^48 BDs Ox ONDI — 


所 以 
1 1 1 

T Mc stet 

这 是 对 莱 布 尼 茨 级 数 的 改进 ， 因 为 各 项 的 分 母 增长 非常 决 。 另 一 方面 ， 

后- 0.577 并 不 是 那么 小 ， 而 且 这 个 级 数 包 含 平方 根 ， 这 本 身 就 需要 取 

近似 值 。 

对 于 一 位 18 世纪 的 数学 家 来 说 , 理想 的 计算 公式 就 是 使 用 格雷 区 里 
无 穷 级 数 ， 取 充分 接近 于 零 的 x 值 ， 同 时 避免 求 平方 根 。 这 在 欧 拉 1779 
年 的 一 篇 论文 中 有 明确 的 描述 。! 中 他 的 关键 发 现 是 

n = 20arctan(1/7)+8arctan(3179) (5) 

初 看 起 来 像 是 一 个 印刷 错误 。 尽 管 似乎 是 不 可 能 的 ， 但 是 ， 这 是 一 个 等 
式 而 不 是 估 值 。 下 面 是 欧 拉 对 它 的 证 明 。 

他 从 恒等式 tan(@- p) - 22 2 tan 











和 手 ， 将 其 改写 成 w-C= 








1+(tanw)(tan DO) 
t -t 5 y 
arctan LUND 2 欧 拉 令 tanw= 二 ， tan f = 二， 得 到 
1+ (tan œ)(tan £) y w 
Ka 
(z) (5) yw 
arctan| — |— arctan = arctan 
y w EE) 
1+| 一 | 一 
y AW 
或 化 简 为 
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然后 他 代入 一 系列 巧妙 选择 的 有 理 数 。 首 先 ， 欧 拉 在 式 (6) 中 置 
x-2y-2zz-zlfüwz2, 得 到 = arctan(]) = arctan Z eren 5) ， 因 此 





T= tarctan [3 ] 十 tarctan [3 (7) 


他 本 来 可 以 就 此 止步 , 利用 式 (7) 和 格雷 区 里 反正 切 级 数 来 计算 
的 近似 值 ， 但 是 输入 值 /2 和 1/3 太 大 了 ， 不 能 得 到 他 想 要 的 收敛 速度 。 
于 是 , 欧 来 返回 到 式 (6), 在 其 中 取 x=1, y=2, z=1, 并 出 于 某 种 原因 
取 w=7。 这 样 导出 


arctan(1/2) = arctan(1/7)+ arctan(5/15) = arctan(1/ 7)  arctan(1/3) 














代入 式 (7)， 得 到 新 表达 式 
1 = A4[arctan(1/ 7)  arctan(1 / 3)]+ 4arctan(1/ 3) 
= A4arctan(1/ 7) + 8arctan(1/3) 
接 下 来 , 欧 拉 选 择 x=1, y 23, z=1 和 w=7 ,从 式 (6) 推断 arctan(1/3)= 
arctan(1/7)+arctan(2/11) 。 将 其 代入 式 (8) 得 到 


(8) 








n = 12arctan(1/7)+ 8arctan(2/11) (9) 
在 最 后 一 次 利用 式 (6) F, KES x=2, y=11, z=1 和 w=7， 所 以 得 
到 arctan(2/11) = arctan(1/ 7) - arctan(3/79) 。 将 其 代入 式 (9) 得 到 式 (5) 
中 表述 的 特别 结果 : 

T=12arctan(l/7)+ 8[arctan(1/7)+arctan(3/79)] 
=20arctan(1/7)+8arctan(3/79) 

这 个 n 的 表达 式 对 于 用 式 (4) 的 反正 切 级 数 是 极为 适合 的 ， 因 为 它 不 
包含 平方 根 , 同时 使 用 相对 较 小 的 数字 1/7 和 3/79 足以 获得 快速 的 收敛 。 
仅 计算 每 个 级 数 的 前 6 项 ， 我 们 得 到 














n = 20arctan (2) T S8arctan (>) 
7 79 


-2 EE, ,Q/7* quy anm an 











5 7 9 11 
3 5 7 
4d CT 8179 (9179) 
79 3 5 7 
„6/179 _ 6/79" 
9 11 


= 3.141592 653 57 
这 里 ，12 位 小 数 使 的 精度 高 达 千 亿 分 之 二 ， 比 韦 达 通过 求 17 EEF 
方 根 所 得 结果 的 精度 高 得 多 。 事实 上 , 欧 拉 宣称 曾经 使 用 这 样 的 方法 求 出 
Tt 到 20 位 小 数 的 近似 值 ，“ 而 全 部 计算 花费 的 时 间 仅 约 为 1 小 时 ”。™ 
回忆 一 下 可 怜 的 鲁 道 夫 毕 生 致力 于 他 的 乱 作 一 团 的 平方 根 的 计算 ， 
令 人 不 禁 想 把 欧 拉 的 绰号 改 为 “效率 的 化 身 ”。 


引 人 注 目的 求 和 


在 这 一 市 ， 我 们 将 会 见 到 欧 拉 是 如 何 通过 分 析 一 种 简单 的 求 和 形式 
找到 下 列 级 数 的 准确 值 的 : 











+… ( 菜 布 尼 菊 级 数 ) 


x 
O 
| 
— U3|— 
UA 
~ | 一 





Xaecieltytuetee Odes ER) 
Sa? ut qe UE NE NE 
Lk- 27 125 343 
以 及 其 他 许 许多 多 的 级 数 。 通 过 将 这 些 求 和 统一 在 一 种 原理 之 下 ， 欧 拉 
不 全 为 历史 上 最 卓越 的 级 数 处 理 大 师 。 
故事 从 他 在 1748 年 所 写 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 这 本 教科 书 中 的 下 述 
结果 开始 。 
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引 理 P(x)=1+ Ax t Bx? € Ce + = (1e ox) +x) + ox) 




















“u n 


Moe =4 

$a =A -2B 

S a =A -34B +3C 

Mog =A -44B+44C+2B’ -4D 

















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































14] 
证 明 a "m 
1750 
15 
0= P(x) = (1c aqx)l ax) x) x=-1/@ , x=-1/@,, 
x=-1/œ%,: i | P A,B,C,-- P(x)=0 
代数 
| 
In[ P(x)] = In[1 + Ax Bx + CX 二 …] 
- ln[(I+ o4x)(l * o5 x)(1 ox)---] 
- ]n(1 a4x) * In(1 05x) * In(1 05x)  --- 
2 3 
IUOS EROR tee 004 " Q, VA +- (10) 
lr Ax Bx FOr pen l+æx leax leo 
Q, d 
1+&,x 
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= -x+ -oQxx ve 
1 二 OCX 

a. 

2 =A, -AX +X? = GX v 
l+Q,x 

a 

3 =A OX+tOX —-QQx + 
1+ x 

0t 10 

Ac*2Bx * 3C +4Dx +- 





1+ Ax+ Bx? * C) + 


= 》 s -Z eH) -(Xoi)? EXss 
















































































A+2Bx+3Cx’ - AD +- 
[1+ Axe Bx? e Cx] 


x| Ya, -Z eE as -Do +] 








-Ya, «| AY a - M2 |x+|[ BZ ww-4 + Yo |x 
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[c> a -BD 0 * AY a; -Do ]x 
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(a) 
(b) 


(c) 


(d 
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Mo, =4 
| 49a, -J a |-28. | 
Ya; =| AD a, -28]- 4^ -28 
B$ a, -A œ; * 9 a, =3C， 
Ža =A} o; -BY a, *3C 
- A| 4^ - 2B |- AB «3C = 4 -34B «3C 
C) a, - Boa; * AV œ - Y æ - AD, 


Mog = A CAM B+44C+2B’ -4D 
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D0000000000000000000U000D000U00D 
000000000“00000000”000 " 


为 证 明 它 们 的 相关 性 ， 他 考察 了 一 般 表 过 式 PC =cos[ Zx )+ 

































































[n 2 sio [7 ,尽管 我 们 在 这 里 仅 注意 zr1 和 -2 这 种 情况 ,就 


n 


是 说 ， 我 们 考察 


P(x) = cos Z + (an z) sn x) = cos Z + snf Zx) 
4 4 4 4 4 
为 了 应 用 引 理 ,我 们 必须 将 尸 写成 一 个 无 穷 级 数 ,并 且 是 Q+ wa 这 
种 形式 的 因 式 的 无 穷 乘积 ， 其 中 -1/w, 是 P(x) 20 的 根 。 前 者 很 容易 实 
现 ， 因 为 我 们 只 需 将 式 (1) 中 的 正弦 级 数 和 余弦 级 数 掺 合 在 一 起 并 整 
理 即 得 


2 
T T 2 T 3 T 4 T 5 
P(x)=1+—Xx— h — x + x 十 X 
e) 4 4.21 4*3 4°.4! 45.5] 


由 此 ， 我 们 从 引 理 确定 这 个 无 穷 级 数 的 系数 为 
Az-zn/A4, B2 52/32, C =-r°/384, D = nf 16144，… 
另 一 方面 ， 置 0 = P(x) = cos Fx]+sin( Zx) , &H en Bx --], 


其 根 为 x= l, 3, 25 25 9, DES 这 些 根 的 负 倒 数 就 是 引 理 中 的 er, , 
所 以 














0 -l, à, =-1/3, œ =1/5, % 2 -1/7, œ; 21/9, = 
欧 拉 终于 可 以 获得 结果 了 。 按 照 引 理 ，》% =4 ， 所 以 可 得 




















jupe rim E 由 此 ， 我 们 又 回 到 了 莱 布 尼 茨 级 数 。 请 注意 ， 
同 第 2 章 中 莱 布 尼 茨 复杂 的 几何 推导 相 比 ， 欧 拉 的 推导 是 显然 不 用 三 角 
形 、 曲 线 或 者 图 形 的 纯粹 分 析 过 程 。 

引 理 中 的 第 二 个 关系 式 是 》 oz = 4 -2B ， 它 为 我 们 的 特定 函数 P 
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提供 奇数 平方 的 倒数 之 和 : 
下 pi | zi T 
l+—+—+t—+t— += -2| 一 一 |= 一 
9 25 49 8l 4 32 8 


据 此 ， 欧 拉 很 容易 回答 伯 努 利 的 关于 所 有 平方 的 倒数 之 和 的 问题 ， 














1 1 1 1 1 1 
十 一 十 一 十 


ld 1 Jin 
十 一 -十 WE DR ETT 十 -一 十 … 














l, 
9' 25 49 8l 4 9 16 25 
3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
此 推出 (1+ 十 一 十 一 十 一 十 一 十 e ]H-—4-—-t4—4 e] 
Brief 4 4 9 16 25 36 49 9 25 49 81 
Te Tende ues uro 4 T m 
以 1+ 一 二 二 十 一 十 一 十 一 十 一 十 … 二 一 X 一 二 一。 可 见 ， 
"ie to qo 25 36 20 Pup cse UNE 


DNE uL d E 
SIMPA TAER Ya =A -34B 3C 产生 了 交错 级 数 的 求 和 
AÑ: 


27 125 343 729 


O-O) 





欧 拉 继续 重复 利用 这 个 引 理 推出 了 一 系列 级 数 的 求 和 公式 ， 例 如 
A | d ch (- je sn’ AA S AMEN H pe Se 不 林 ES 
Da aola dee $75 这 个 惊人 的 成 就 不 禁 让 人 想起 


Ivor Grattan-Guinness 的 评论 :“ 欧 拉 是 求 和 崇拜 中 的 大 祭司 ， 因 为 他 在 
发 明 非 正统 的 求 和 方法 方面 比 其 他 任何 人 都 聪明 。”07 当然 ， 这 位 大 你 
司 还 不 能 解决 他 的 证 明 带 来 的 难以 捉摸 的 收敛 问题 。 这 样 的 问题 不 得 不 
留 到 下 一 个 世纪 去 解决 。 

另外 一 个 突出 的 事实 跃然 纸 上 。 虽 然 欧 拉 求 出 了 诸如 立 声 和 立夏 
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等 表达 式 的 值 ， 但 是 他 没有 给 出 像 站 二 或 者 带 奇 次 指数 的 其 他 级 数 的 


显 式 求 和 公式 。 关 于 这 些 级 数 的 和 ， 欧 拉 写 道 :“ 既 不 能 用 对 数 表示 ， 又 
不 能 用 圆周 率 rz 表示,， 也 不 能 通过 其 他 任何 有 限 形 式 赋予 一 个 值 。” "被 
这 个 恼人 的 问题 难 住 以 后 ， 欧 拉 显 然 很 受挫 ， 一 度 承认 进一步 的 研究 对 
他 来 说 是 “没有 意义 的 "。"" 直到 今天 仍然 不 清楚 ， 这 些 奇 次 寡 的 级 数 
的 性 质 ， 这 在 某 种 程度 上 说 明 他 在 分 析 上 的 直觉 能 力 。 有 人 猜想 ， 既 然 
欧 拉 没有 找到 简单 的 解 ， 它 就 是 不 存在 的 。 

我 们 以 欧 拉 对 分 析 学 的 另 一 项 重要 贡献 来 结束 本 章 : 将 阶乘 扩充 到 
非 整 数值 的 欧 拉 思想 。 


























4h33 gr Zi 


对 一 个 包含 自然 数 的 公式 进行 插值 是 一 个 很 有 趣 的 数学 练习 。 也 就 
是 说 ， 我 们 寻找 一 个 定义 在 更 大 范围 内 的 表达 式 ， 当 输入 为 正 整 数 时 结 
果 同 原 有 公式 一 致 。 

为 清楚 起 见 , 我 们 考虑 Philip Davis 在 一 篇 关于 伽 玛 函 数 起 源 的 文章 
中 讨论 的 下 述 例子 。[ 中 对 于 任意 正 整数 1, 我 们 令 SQ) 2142434 
为 前 个 自然 数 的 和 。 显然 ，S(4) =1+2+3+4=10。 然 而 ,谈论 前 四 又 
四 分 之 一 (4.25) 个 自然 数 的 和 是 没有 意义 的 。 

为 越 过 这 个 障 得 ,我 们 引入 由 TCD = EED 对 所 有 实数 x 定 义 的 了 
数 7, 这 个 7 是 S 的 插值 ,因为 当 4 取 自然 数 时 ,， 有 S(n)=14243+.…+ 


n= 2071) Tn), 然而， 现在 我 们 就 能 够 计算 7(425) =11.156 25 。 通 

















过 这 种 方式 ， 函 数 了 对 5 的 表达 式 “ 填 补 了 空 际 "， 或 者 如 Davis 所 说 ， 
“这 个 公式 把 原来 问题 的 定义 域 扩展 到 不 同 于 原 有 范围 的 变量 "。 
事实 上 ， 这 正 是 牛顿 在 他 的 广义 二 项 展开 式 中 采用 的 做 法 。 牛 顿 不 
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是 把 自己 限制 在 对 4+x)" 的 自然 数 的 乘 方 上 ， 转 而 研究 指数 为 分 数 或 负 
数 的 情况 。 当 n 为 正 整 数 时 ， 这 种 方法 与 插值 十 分 相似 。 

不 倦 探 索 的 欧 拉 于 1729 年 接受 了 求 前 个 自然 数 乘 积 的 类 似 挑战 。 
就 是 说 ,他 要 寻找 一 个 对 全 部 正 实数 定义 的 公式 ,而 当 输 入 为 正 整 数 时 ， 
其 结果 正 是 1.2:3: … .n 。 用 现代 术语 表述 ， 欧 来 是 寻找 阶乘 的 插值 。 

他 的 第 一 个 解 出 现在 1729 年 10 月 致 克 里 斯 琴 。 哥 德 巴赫 的 信件 
中 。 呈 他 在 信 中 给 出 了 一 个 看 似 奇特 的 无 穷 乘积 

N e 3 EA 
l+x 2+x 3+x 4+x 
在 不 同 的 时 期 ， 欧 拉 曾 用 A(xz) 和 [x] 表示 这 个 表达 式 。 在 本 章 余 下 部 分 ， 
我 们 使 用 后 面 一 种 表示 。 从 式 (O1) 可 以 看 出 
1-2 r3 1.4 1:5 
3 























x (11) 

















[1] = — x —x—x.--- =] 
2 4 5 
1:22, 3.3 44 5-5 

3 2-4 3.5 4.6 
1-2-2-2 3.3.3 4.4.4 5.5.5 6-6-6 
= x x x x x. 
4 2-2-5 3.3.6 4.4.7 5.5.8 
依 此 类 推 ， 其 中 无 穷尽 的 消去 使 收敛 问题 模糊 不 请。 尽管 如 此 ， 这 个 无 
穷 乘 积 看 起 来 是 符合 要 求 的 公式 : 如 果 nn 是 自然 数 ， 那 么 [n]=n!。 
同时 ，[x] 可 以 填补 除 整 数 以 外 的 缺口 。 例 如 ， 我 们 考察 [1/2] ， 这 
个 值 应 该 是 赋予 4/2)! 的 插值 的 值 。 当 欧 拉 代 入 x=1/2 时 ， 得 到 


= 
2| 3/2 5/2 7/2 9/2 
HE 6.8 8-10 
= x x x Xe 
3.3 5.5 7.7] 9.9 
根 号 下 的 表达 式 看 似 相 识 。 他 想起 了 1655 年 约翰 。 沃 利 斯 导出 的 公式 ， 
3:955.5.7.7:9-.0:.. 4 


n "HEX »EI 二 [22] 
沃 利 斯 用 他 自己 神秘 的 插值 法 证 明了 2 - y 利用 





[2] xe 22 


[3] =6 


























74 | 微 积分 的 历程 ， 从 牛顿 到 勒 贝 格 


js 


于 是 , 我 们 不 得 不 得 出 结 论 ， | 的 “自然 " 插 人 是 非常 不 自然 的 了 VF 。 





这 个 公式 ， 欧 拉 推 出 了 


ee 

个 答案 给 欧 拉 提 供 了 一 条 有 价值 的 线索 。 由 于 7 出 现在 结果 中 , 他 
a URBES e 这 进而 提示 他 
把 研究 转向 积分 。 记 他 仅 费 少许 工夫 就 得 到 了 赫 代 公式 

[17 f, Cn dí (12) 

这 个 结果 远 比 式 (11) 简洁 而 且 更 为 雅致 。 持 怀疑 态度 的 人 可 以 通过 分 
部 积分 、 洛 必 达 法 则 和 数学 归纳 法 等 同样 的 手段 证 实 ， 当 为 自然 数 时 ， 
| Cn d=n!, 


一 旦 有 了 可 用 的 积分 ， 欧 拉 就 如 鱼 得 水 了 。 在 几 轮 数学 推导 以 后 ， 


他 求 出 外 
BEEN 


只 要 用 点 初等 微 积分 知识 就 能 证 明 | 下 






























































和 








EL: 
4 
p- i, ARRERA CERE UE ca 


欧 拉 也 认识 到 [x]=x:[x-1] ， 他 充分 利用 这 个 关系 导出 像 


51-5 [31.53 [1]. 15 Eu us "o 
H diliad] zz RER, UA, (Og — Rf 





模式 的 信徒 ， 他 向 另外 一 个 方向 推导 递归 公式 ， 得 到 | |o EI 
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所 以 | -|=2x| 引 = 。 换 名 话说 ， (4) aoina 至此， 


明显 看 出 ， 直 觉 终 究 需 要 靠 演算 来 验证 ，。 

现代 数学 家 更 倾向 于 遵循 由 阿 德里 安 “马里 “ 惑 让 德 (1752 一 1833) 

推广 而 改进 的 欧 拉 思 想 。 勒 让 德 将 y=-Int 代入 式 (12) ， 得 到 

加 =-| yed f, ye ?dy ， 然 后 将 输入 变量 左 移 一 个 单位 ， 得 到 由 
TG) 2[x-1]- [7 ye?dy 


定义 的 伽 玛 函 数 。 但 是 ， 值 得 注意 的 是 ， 这 个 特殊 的 积分 也 出 现在 欧 拉 
的 著作 中 。P9 

当然 ， 伽 玛 函 数 继承 了 欧 拉 已 经 发 现 的 有 关上 [的 特性 ， 例 如 存在 递 
归 表 达 式 T(x+1) = xPGO) 或 者 著名 的 恒等式 Pd/2) =[-1/2]= Vr 。 这 个 
函数 可 能 出 现在 需要 应 用 复杂 的 数学 分 析 的 任何 场所 ， 从 概率 论 到 微分 
方程 ,再 到 解析 数论 。 如 今 ， 伽 玛 函 数 被 看 作 是 分 析 学 中 首届 一 指 的 “高 
级 函数 ”同时 或 许 是 最 重要 的 “高 级 函数 ”"。 所 谓 “ 高 级 函数 ”是 指 在 定 
义 中 需要 用 到 微 积分 概念 的 函数 。 在 刻画 初等 数学 的 特征 方面 ， 除 代数 
国 数 、 指 数 函 数 或 三 角 国 数 之 外 ， 伽 玛 函 数 占据 一 席 之 地 。 此 外 ， 像 许 
多 别 的 发 现 一 样 ， 我 们 把 这 个 函数 归功 于 欧 拉 。 

本 章 的 种 种 结果 , 无 论 是 微分 还 是 积分 , 也 无 论 是 近似 值 还 是 插值 ， 
都 展现 了 惊人 的 独创 性 。 汉 “ 诺 伊 曼 把 欧 拉 称 为 “他 那个 时 代 最 杰出 的 
数学 家 ”， 因 为 他 提出 了 许多 正确 的 问题 , 并 且 经 常 凭借 惊人 的 敏捷 头脑 
和 直觉 思维 能 力 找到 正确 的 答案 。 "7 毫 无 疑问 , 欧 拉 对 分 析 学 驾轻就熟 ， 
在 分 析 学 这 个 十 全 十 美的 舞台 上 展现 的 仿佛 是 他 不 拘 一 格 的 信条 : 沿 着 
公式 就 能 通 向 真理 。 

在 分 析 学 中 ， 无 出 其 右 者 。 
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莱 昂 哈 德 。 欧 拉 于 1783 年 辞世 ， 这 一 年 距 莱 布 尼 茨 发 表 第 一 篇 微 
积分 论文 一 百 周 年 仅 差 一 年 。 无 论 按 什么 标准 衡量 ， 这 一 百年 都 是 数学 
史上 非 同 寻常 的 一 个 世纪 。 到 目前 为 止 我 们 考察 的 结果 虽然 只 是 这 个 世 
纪 获 得 的 丰硕 成 果 中 的 一 小 部 分 ， 却 说 明 已 经 有 了 巨大 进展 。 牛 顿 、 菜 
布 尼 蒋 、 伯 努 利 兄弟 和 欧 拉 致 力 于 无 穷 量 研究 ， 发 现 了 大 量 正确 的 而 且 
时 常 是 惊人 的 结果 ， 同 时 确立 了 微 积分 作为 数学 中 的 典范 学 科 分 支 的 地 
位 。 让 我 们 不 由 得 对 这 些 开拓 者 们 肃然 起 敬 。 

头 一 个 世纪 的 一 个 重要 的 发 展 趋势 是 人 们 把 视点 从 几何 转向 分 析 。 
当 问 题 变 得 越 来 越 环 手 时 ， 它 们 的 解 对 曲线 几何 性 质 的 依赖 越 来 越 少 ， 
而 对 函数 代数 运算 的 依赖 却 越 来 越 多 。 莱 布 尼 世 在 1673 年 证 明 他 的 变换 
定理 所 用 的 复杂 的 几何 图 解 在 18 世纪 中 期 欧 拉 的 著作 中 已 经 无 影 无 踪 
了 。 从 这 个 意义 上 说 ,分 析 学 已 经 具备 了 更 现代 的 形态 。 

但 是 这 门 学 科 的 其 他 常见 内 容 却 销声匿迹 了 。 例 如 ， 很 大 的 一 个 缺 
失 是 现代 分 析 学 的 支柱 一 一 不 等 式 。17 世纪 和 18 世纪 的 数学 家 们 主要 处 
理 等 式 。 他 们 的 工作 倾向 于 利用 巧妙 的 代 换 将 一 个 公式 变换 成 另 一 种 想 
要 的 形式 。 虽 然 雅 各 布 。 伯 努 利 对 调和 级 数 发 散 性 的 证 明 ( 见 第 3 3&) 
是 以 熟练 地 运用 不 等 式 为 特征 ， 但 是 这 样 的 例子 总 体 上 是 罕见 的 。 

同样 稀少 的 是 对 广泛 函数 类 的 分 析 。 欧 拉 和 他 的 前 辈 们 擅长 研究 特 
定 的 积分 或 级 数 ， 但 是 他 们 对 连续 国 数 或 可 微 国 数 这 样 的 国 数 类 的 一 般 
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特性 缺乏 兴趣 。 把 关注 的 焦点 从 特殊 的 函数 转移 到 一 般 的 函数 将 成 为 下 
一 个 世纪 的 标志 。 

早期 微 积分 和 当今 微 积分 的 另外 一 个 显著 差异 是 对 逻辑 基础 的 关注 
不 同 。 正 如 我 们 所 见 ， 那 个 时 期 的 数学 家 在 使 用 结果 时 既 不 证 明 它 们 的 
正确 性 ， 在 许多 情况 下 ， 甚 至 也 不 考虑 这 个 问题 。 一 个 例子 是 用 积分 的 
asta asta p cha, tuin, de [^ o f en e 


f Y [^ oou | 看 成 是 相等 的 。 这 里 的 两 种 运算 (对 函数 积分 和 对 级 


数 求 和 ) 都 包含 无 限 的 步骤 , 这 种 不 加 区 别 的 交换 可 能 会 导致 错误 结果 。 
只 有 在 满足 某 些 条 件 时 这 种 交换 才 是 可 行 的 。 在 这 方面 ， 微 积分 的 先驱 
们 多 半 依 靠 直觉 而 不 是 根据 推理 进行 运算 。 不 可 否认 ， 他 们 的 直觉 通常 
是 非常 可 靠 的 。 特 别 是 欧 拉 ， 他 具有 一 种 神奇 的 能 力 ， 在 他 陷入 数学 的 
深渊 之 前 就 准确 知道 自己 可 以 走 多 远 。 

然而 ， 微 积分 的 基础 依旧 是 令 人 怀疑 的 。 作 为 一 个 例证 ， 我 们 不 妨 
回忆 一 下 无 穷 小 量 所 扮演 的 角色 。 为 了 解释 这 些 称 为 无 穷 小 的 量 ， 从 莱 
布 尼 区 到 欧 拉 ， 他 们 都 作 过 尝试 ,但 是 从 来 没有 给 出 令 人 满意 的 证 明 。 
像 一 条 数学 变色 龙 ， 无 穷 小 看 起 来 不 可 避免 地 同时 既是 零 又 不 是 零 。 从 
根本 上 说 ， 它 们 的 存在 似乎 是 自 相 矛盾 和 违背 直觉 的 。 

数学 家 们 将 他 们 的 结论 建立 在 “逐渐 消失 的 ” 量 上 不 是 什么 好 事 。 
牛顿 是 这 种 动态 方法 的 倡导 者 ， 对 于 醉心 于 运动 研究 的 他 来 说 ， 这 或 许 
是 一 种 合理 的 主张 。 在 引入 我 们 现在 所 谓 的 导数 的 时 候 ， 他 考察 了 逐渐 
消失 的 量 的 商 ， 并 且 写 道 ， 他 所 指 的 这 些 逐 渐 消失 的 量 的 “最 终 比 ”， 
“ 既 不 是 在 它们 消失 之 前 的 比 ,也 不 是 在 消失 之 后 的 比 , 而 是 正当 这 些 量 
消失 时 的 比 ”。m 除了 想象 一 个 量 在 消失 (无 论 含 义 是 什么 ) 之 后 的 概 
念 以 外 ， 牛 顿 还 要 求 他 的 读者 想象 当 分 子 和 分 母 吧 的 一 声 同 时 消失 在 稀 
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注 空 气 中 时 的 比 。 他 的 描述 看 起 来 给 予 非 难 者 以 可 乘 之 机 。 

批评 很 快 来 临 ， 而 批评 者 是 乔治 ， 伯 克 莱 (1685—1753) 英国 
著名 的 哲学 家 和 克 罗 因 教区 的 主教 。 伯 克 莱 在 他 1734 年 所 写 的 《分 析 学 
家 》 一 文中 ,嘲笑 那些 遗 责 他 依靠 宗教 信仰 而 不 是 理性 行事 的 科学 家 们 
自己 也 在 谈论 着 无 穷 小 的 量 或 逐渐 消失 的 量 。 对 伯 克 业 来 说 ， 这 是 最 模 
糊 的 思想 和 最 虚伪 的 行为 。 这 一 点 隐 含 在 文章 长 长 的 副标题 中 : 
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伯 克 莱 的 评论 非常 刻薄 。 对 于 这 位 主教 来 说 ， 无 论 微 积分 是 建立 在 
牛顿 的 逐渐 消失 的 量 的 概念 上 还 是 建立 在 莱 布 尼 奖 的 无 穷 小 的 概念 上 ， 
都 没有 多 大 差别 。 他 得 出 结论 : “ 越 是 用 心 分 析 和 追寻 这 些 虚无 诡 渺 的 
思想 ， 越 发 陷入 糊涂 与 迷 苏 的 深渊 。”™ 伯 克 莱 以 拷问 牛顿 的 口吻 ， 提 
出 了 当时 闻名 遐 尔 的 质疑 : 















































































































































000000000000000000000000000 
D0000000000000000000000U0U00 
DOO000000000000000000000U000 
be 





























伯 克 莱 对 莱 布 尼 茨 的 无 穷 小 量 的 概念 也 毫 不 客气 。 他 嘲讽 道 ， 承 认 
一 个 无 穷 小 量 的 概念 超出 了 “我 的 能 力 ”， 接受 像 (do) 这 样 的 无 穷 小 量 
的 无 穷 小 部 分 “对 任何 人 而 言 都 是 无 限 困难 的 ”。 门 

伯 克 莱 并 没有 对 数学 家 们 从 这 些 可 疑 的 方法 推出 的 结论 提出 质疑 ， 
他 拒绝 的 是 这 些 结论 背后 的 逻辑 。 事 实 上 ， 微 积分 是 求 切线 和 确定 极 大 
值 或 极 小 值 的 极 好 工具 。 但 是 ， 他 和 争辩 说 ， 它 的 正确 答案 来 自 错误 的 思 
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想 ， 正 如 在 某 种 错误 补偿 中 某 些 错误 抵消 其 他 错误 ， 从 而 掩盖 其 中 隐藏 
的 漏洞 。 他 写 道 ，“ 错 误 也 许 能 产生 真理 ， 但 是 决 不 会 产生 科学 。” 四 

我 们 借助 伯 克 莱 的 例子 来 说 明 他 的 观点 ， 使 用 现代 符号 表示 就 是 ， 
当 y=xY 时 ， 求 他 。 按 照 当时 的 方式 ， 他 先 对 x 增 加 一 个 微小 的 非 零 增 
量 0， 然 后 求 微 商 


n-o 4 n(n s" x" 


nx ?0? ++ nxo"™ +o” 


(x+o) =x" _ 
O O 
二 nx"! Xx zt 1) x" 


到 这 一 步 为 止 ，o 依然 被 假设 为 一 个 非 零 的 量 ， 伯 克 莱 强 调 :“ 如 果 没 有 
这 个 条 件 ， 我 就 不 能 在 下 一 步 推出 任何 结果 。 但 是 ,随后 "忽然 变 成 了 
零 ， 所 以 





=2 -2 =f 
Ot:-nxo" +0" 




















dy 


— = nx"! «0-4 402nx"! 


伯 克 莱 不 赞成 的 是 第 二 个 假设 与 第 一 个 假设 完全 冲突 ， 因 此 他 否定 
由 此 推出 的 任何 结论 。 上 毕竟， 如 果 是 零 ， 我 们 不 仅 不 能 把 它 作 为 分 母 ， 
而 且 必 须 承认 x 根本 就 没有 增加 。 所 有 的 论据 立刻 土 朋 瓦解 。 伯 殉 莱 写 道 : 
“ 当 提 到 让 增 量 消失 时 ， 前 面 那 个 增 量 为 茶 种 量 的 假设 就 被 破坏 了 ， 然 而 ， 
由 这 个 假设 所 推出 的 结果 ， 即 由 它 获得 的 表达 式 却 保 留 了 下 来 。” 

对 这 位 主教 来 说 ， 这 种 推理 方法 是 完全 不 能 接受 的 ， 并 且 是 “一 种 
极端 自 相 矛 盾 的 讨论 方式 ， 而 这 种 方式 在 上 帝 那 里 是 不 允许 的 ”。 忆 在 
《分 析 学 家 》 最 具 火 药 味 的 一 段 话 中 , 伯 克 莱 对 比 了 他 所 说 的 微 积 分 的 错 
误 逻 辑 与 人 类 知识 要 求 的 高 标准 ，“ 我 相信 在 人 类 所 有 知识 门类 的 任何 
一 种 知识 中 ， 人 们 都 不 会 承认 像 在 数学 证 明 中 所 接受 的 这 种 推理 ”。"” 

伯 克 莱 主教 充分 阐明 了 他 的 观点 。 即 使 微 积 分 的 结果 似乎 是 正确 的 ， 
并 且 当 应 用 于 像 力学 或 光学 中 的 实际 现象 时 ， 得 到 的 解答 也 和 观测 结果 
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一 致 ， 但 是 ， 如 果 基 础 不 牢 的 话 ， 这 种 结果 依然 一 钱 不 值 。 

必须 做 些 事情 了 ! 在 其 后 的 数 十 年 中 ， 很 多 数学 家 试图 加 固 微 积分 
摇 摇 欲 垒 的 基础 结构 。 让 “ $BH * GABHUUR (1717—1783) 就 是 其 中 的 
一 员 。 他 是 一 位 备 受 尊敬 的 学 者 ， 与 德 尼 。 狄 德 罗 (1713—1784) 一 起 
在 法 国 编纂 《百科 全 书 》。 对 于 微 积分 的 基础 ， 达 朗 贝 尔 同意 无 穷 小 量 



































或 者 逐渐 消失 的 量 是 没有 意义 的 。 他 毫 不 含糊 地 宣称 : “一 个 量 或 者 是 
有 ， 或 者 是 没有 。 如 果 是 有 ， 它 就 还 没有 消失 ， 如 果 是 没有 ， 它 就 确实 
消失 了 。 假 设 存在 介 于 这 两 者 之 间 的 中 间 状 态 ， 就 只 能 是 一 头 由 狮 头 羊 


身 和 蛇 尾 构成 的 吐 火 怪物 。”T™ 
相反 ， 达 朗 贝 尔 提出 了 建立 在 “极限 ”概念 基础 之 上 的 微 积分 。 在 
处 理 导 数 时 ， 他 把 于 看 成 是 有 限 项 的 商 的 极限 。 他 将 这 个 商 表示 为 ， 


y(x* Ax)- y(x) 
Ax 





而 我 们 现在 认为 是 . 那么 ， 于 是 “在 我 们 假定 = 和 为 
实数 并 且 不 断 减 小 时 ， 比 值 z/ 越 来 越 接近 的 量 。 没 有 比 这 更 清楚 的 定 
gT”, 上 

达 朗 贝尔 取得 了 某 些 进展 。 他 没有 使 用 无 限 小 ， 也 没有 使 用 逐渐 消 
失 的 量 ， 并 且 由 于 突出 极限 作为 修补 微 积分 薄弱 基础 的 方法 而 理应 受到 
称赞 。 

但 是 断言 达 朗 贝尔 扭转 了 乾坤 ， 那 是 言 过 其 实 的 。 虽 然 他 可 能 已 经 
察觉 到 正确 的 路 径 ， 但 是 他 没有 在 这 条 路 径 上 走 得 很 远 。 缺 少 的 是 “ 极 
限 ”的 明确 定义 ， 以 及 没有 从 极限 出 发 推导 微 积分 的 一 些 基本 定理 。 最 
终 ， 达 朗 贝尔 不 过 是 提出 了 走出 困境 的 方法 而 已 。 这 些 思想 的 完全 确立 
尚 需 等 待 一 代 人 或 者 更 长 的 时 间 。 

与 此 同时 ， 一 位 更 卓越 的 数学 家 卷 人 了 这 个 难题 ， 并 且 提 出 一 种 完 
全 不 同 的 解答 。 他 就 是 约瑟夫 * 路 易 ， 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) — 
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18 世纪 晚期 在 欧洲 数学 界 有 着 重大 影响 的 一 位 杰出 数学 家 。 对 于 这 个 基 
础 性 的 问题 ， 拉 格 朗 日 发 拆 要 提供 一 个 逻辑 上 完备 的 构架 ， 使 得 微 积分 
的 宏伟 大 厦 可 以 建立 它 的 基础 上 。 在 他 1797 年 所 写 的 《解析 函数 论 》-- 
书 中 ， 他 设想 了 一 种 “排除 无 穷 小 量 、 逐 渐 消失 的 量 、 极 限 以 及 流 数 所 
有 因素 在 内 ”的 微 积分 。 中 鉴于 以 往 的 任何 合理 性 都 不 具备 优势 ， 拉 格 
朗 日 宣誓 要 重新 开始 。 

他 的 基本 思想 是 把 无 穷 级 数 作为 微分 的 源头 而 不 是 结果 。 这 就 是 说 ， 
拉 格 朗 从 他 要 寻找 导数 的 函数 /Co 开始 ， 把 /Ge 表示 成 ;的 无 穷 级 数 

f(x*i)2 f(x) +ip(x) +i q(x) ti r(x) + (1) 

的 形式 ， 其 中 ， 正 如 他 指出 的 那样 ，“p，g，r，… 将 是 从 简单 函数 x 导 
出 的 并 且 与 ?无 关 的 新 函数 ”。 9 于是, /的 (一 阶 ) 导数 恰好 就 是 pO) ， 
在 这 个 展开 式 中 ， pO) 为 ;的 系数 。 

任何 熟悉 泰勒 级 数 的 人 都 会 明白 拉 格 朗 日 得 到 了 什么 ， 但 是 对 他 而 
言 重要 的 是 注意 这 个 级 数 出 现在 先 ， 而 导数 是 作为 它 的 一 个 结果 ， 在 现 
代 分 析 学 中 导数 出 现在 级 数 之 前 。 

用 一 个 例子 可 以 说 明 这 一 点 。 假 定 我 们 想 求 SO = 十 的 导数 /0)。 


(顺便 指出 ，“/'” 这 个 记号 来 源 于 拉 格 朗 日 。) 展开 式 (1) 所 示 的 函 
































数 ， 得 到 一 tpt + a+, KEA 
(xti) x 
porro RL Er 
(xti) x (xti)x 
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p(X) iq) Pr(x)s-- 


至 此 ， 拉 格 朗 日 在 式 (2) 中 令 i=0 ， 得 到 PCo = 。 因 此 ， 





2 
-3x 
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3 rus MEE . : 
TOU 对 牛顿 或 莱 布 尼 欧 来 说 ， 这 个 结果 自然 是 不 足 为 奇 的 。 





对 拉 格 朗 日 而 言 ， 这 个 推导 过 程 避 免 了 无 穷 小 量 ， 同 时 也 避免 了 那 
些 潭 灭 不 见 的 消逝 的 量 的 鬼魂 。 同 样 ， 他 无 需 用 达 朗 贝尔 的 没有 确切 定 
义 的 极限 。 当 拉 格 朗 日 令 ;= 0 时 ， 他 的 意思 是 严格 的 。 在 式 (2) 中 不 
会 遇 到 任何 陷阱 ， 因 为 在 任何 分 母 中 都 没有 出 现 零 。 他 认为 这 是 解决 导 
数 问题 的 纯粹 的 分 析 方法 , 不 需要 任何 曾经 困扰 他 的 先驱 们 的 逻辑 转换 。 
这 个 方法 竟然 如 此 精致 ， 如 此 整齐 。 

然而 ， 果 真是 这 样 四 ? 举 一 个 事例 ， 可 以 说 明 用 这 种 方式 定义 导数 
过 于 曲折 。 尽 管 牛 顿 和 莱 布 尼 获 的 思想 夹杂 着 曲线 和 三 角形 ， 并 且 建立 
在 不 牢固 的 基础 之 上 , 但 是 他 们 对 研究 对 象 的 定义 是 直接 的 。 在 拉 格 朗 日 
的 思想 中 没有 任何 的 图 解 ， 却 把 导数 同 切线 斜率 有 关 的 事实 完全 掩盖 了 。 

这 还 只 是 次 要 的 毛病 。 更 大 的 麻烦 是 在 对 待 比 上 述 函 数 更 为 复杂 的 
函数 如 何 求 导数 的 问题 上 。 在 我 们 的 例子 中 ， 问 题 的 关键 是 展开 并 且 简 

-二 ， 以 便 从 结果 中 分 解 出 因子 i。 但 是 每 个 函数 的 可 以 展开 


(x*iy x 
和 简化 的 保证 在 哪里 ? 这 样 构造 的 级 数 是 收敛 的 保证 在 哪里 ? 而 这 样 构 
造 的 一 个 收敛 级 数 收敛 到 我 们 原始 的 函数 的 保证 又 在 哪里 ? 这 些 才 是 深 
层次 的 和 重要 的 问题 。 

最 终 ， 拉 格 朗 日 的 理论 经 不 起 如 此 严格 的 推荐。1822 年 ， 法 国 数学 
家 奥 古 斯 T* 路易。 柯 西 发 表 了 一 个 例子 ， 证 实 拉 格 朗 日 的 思想 存在 至 
命 缺 陷 。 我 们 在 下 一 章 的 主角 柯 西 证 明了 函数 





























yx? 
"e dx 


ro 
0, x=0 
及 其 在 x=0 的 各 阶 导数 为 零 。04 因此 ， 作 为 原来 函数 的 需 级 数 ， 


f) 20 0x £07 +0 +…=0。 这 反 过 来 说 明 , 如 果 我 们 从 函数 / 开 
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始 ， 将 它 写 成 级 数 的 形式 ， 我 们 得 到 一 个 完全 不 同 于 开 初 的 函数 ! 作为 
一 个 级 数 , 我 们 无 法 区 分 上 面 的 函数 和 常 值 函数 g(x)=0 。 柯 西 的 两 个 
不 同 的 函数 有 一 个 共同 震级 数 的 例子 ， 说 明 分 析 学 完全 不 能 按照 拉 格 朗 
日 的 设想 来 创建 。 

总 之 ， 基 于 级 数 的 导数 定义 以 及 随 之 而 来 的 基于 级 数 的 微 积分 的 基 
础 被 抛弃 了 。 虽 然 拉 格 朗 日 未 能 完成 他 的 主要 使 命 ， 但 却 作 出 了 许多 贡 
献 ， 引 导 了 新 世纪 的 发 展 。 首 先 ， 他 将 基础 问题 提升 到 更 突出 的 位 置 ， 
使 之 成 为 既 有 趣 又 重要 的 问题 。 其 次 ， 他 试图 从 他 的 基本 定义 推导 出 微 
职 分 的 种 种 定理 ， 在 这 个 过 程 中 引入 了 不 等 式 ， 并 且 对 不 等 式 的 应 用 展 
现 出 熟练 的 技巧 。 最 后 ， 正 如 Judith Grabiner 在 她 的 《 柯 西 的 严密 微 积 
分 的 起 源 》 一 书 中 所 说 : 
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尽管 数学 家 们 作出 了 这 么 多 贡献 , 在 18 世纪 结束 时 , 微 积分 的 逻辑 
危机 依然 没有 解决 。 达 朗 贝尔 和 拉 格 朗 日 以 及 其 他 致力 于 处 理 这 些 问 题 
的 数学 家 的 工作 没 能 平息 批评 的 浪 谢 。 伯 克 莱 主 教 说 过 这 么 一 句 话 :“ 我 
要 指出 在 其 他 每 一 种 科学 中 ， 人 们 总 是 用 他 们 的 原理 来 证 明 结论 ， 而 不 
是 用 他 们 的 结论 来 证 明 原 理 。” 直到 进入 19 世纪 ， 他 的 话 听 起 来 还 一 直 
带 有 真实 性 的 意味 。 UO 

但 是 一 种 解决 方案 近 在 傅 尺 了 。 在 19 世纪 初期 ， 正 是 认识 到 级 数 非 
唯一 性 的 柯 西 , 行将 发 现 一 个 可 以 圆满 解释 微 积 分 基础 的 方法 。 到 他 完成 
这 个 任务 的 时 候 , 分 析 学 就 超越 了 他 的 前 辈 们 所 能 设想 的 情景 , 成 为 远 具 
普遍 性 、 抽 象 性 和 充满 不 等 式 的 学 科 。 同 时 ， 这 门 学 科 将 会 越发 严密 。 
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现在 我 们 就 转向 这 位 杰出 的 人 物 ， 转 向 他 所 进行 的 革命 性 的 工作 。 
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奥古斯丁 。 路 易 。 柯 西 (1789—1857) 





传记 作家 Eric Temple Bell 有 时 是 轻 描 谈 写 地 描绘 数学 家 们 的 丰富 多 
彩 的 人 生 的 , 在 他 的 笔下 ,“ 柯 西 在 现代 数学 中 ,扮演 的 角色 没有 远离 舞 
台 的 中 央 ”。 和 这 个 评价 是 个 四 庸 置疑 的 。 奥 古 斯 本。 路 易 。 柯 西 在 其 一 
生 中 写作 了 大 量 的 书籍 和 论文 , 现在 出 版 的 选集 已 超过 24 卷 , 其 中 收集 
的 是 有 关 组 合 数学 、 代 数 、 微 分 方程 、 复 变 函 数 、 力 学 以 及 光学 的 论文 。 
同一 个 世纪 之 前 的 羔 蝇 哈 德 。 欧 拉 一 样 ， 奥 古 斯 了 了， 路易 。 柯 西 对 后 世 
产生 了 长 远 的 影响 。 
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柯 西 在 微 积分 历史 上 的 影响 尤其 深远 。 他 处 于 早期 开拓 者 和 现代 数 
学 家 之 间 的 位 置 上 。 前 者 凭借 他 们 的 聪明 才智 拓展 了 一 个 充满 直觉 与 质 
村 的 领域 ， 而 后 者 追求 的 逻辑 标准 是 严格 的 、 普 遍 的 和 不 可 或 缺 的 。 柯 
西 没 有 完成 从 前 者 到 后 者 的 转变 ， 因 为 他 的 思想 还 需要 在 随后 数 十 年 中 
进行 重大 的 改进 与 调整 。 但 是 柯 西 展现 的 分 析 学 与 今天 教科 书 中 展现 的 
分 析 学 之 间 的 相似 性 不 能 不 给 现代 读者 留 下 深刻 印象 。 

本 章 对 柯 西 的 工作 略 作 介绍 。 我 们 给 出 一 些 例子 ， 涉 及 的 范围 从 他 
的 极限 理论 到 中 值 定 理 ， 从 他 的 积分 定义 到 微 积 分 基本 定理 ， 最 后 以 级 
数 收敛 的 判别 法 结束 。 本章 取材 于 他 的 两 本 著名 教科 书 :《 皇 家 综合 工科 
学 院 分 析 教 程 》(1821) 和 《皇室 综合 工科 学 院 无 穷 小 分 析 教 程 概论 》。 站 


极限 、 连 续 性 和 导数 


虽然 柯 西 承认 拉 格 朗 日 是 一 位 年 高 德 勒 的 数学 家 ， 但 是 他 并 不 赞同 
拉 格 朗 日 提出 的 基于 级 数 的 导数 定义 。 柯 西 写 道 :“ 我 拒绝 通过 无 穷 级 数 
进行 函数 展开 的 作法 。” 他 接着 指出 : 

















我 并 不 忽视 著名 的 拉 格 朗 上 日 已 经 将 这 个 公式 作为 他 的 导 函 数理 
论 的 基础 。 尽 管 应 对 如 此 大 的 权威 表示 苯 效 ， 但 是 多 数 几 何 学 
家 如 今 都 承认 如 果 使 用 发 散 级 数 可 能 导致 不 确定 的 结果 …… 而 
我 本 人 还 要 补充 一 句 ， 拉 格 朗 日 方法 可 能 产生 一 个 由 收敛 级 
数 表示 的 函数 展开 ， 不 过 这 个 级 数 的 和 根本 不 同 于 原来 的 函 
ap. P 


后 一 种 情况 就 是 前 一 章 中 提 到 的 柯 西 的 反例 。 对 他 来 说 ， 拉 格 朗 日 
的 方案 是 一 条 死胡同 。 柯 西 希望 提供 逻辑 上 正确 的 另外 一 种 选择 ， 他 断 
言 :“ 微 分 学 的 原理 及 其 最 重要 的 应 用 很 容易 不 借助 级 数 而 建立 起 来 。 
柯 西 认为 ， 取 代 的 办 法 是 把 全 部 微 积 分 建立 在 极限 思想 的 基础 上 。 
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他 关于 这 个 概念 的 定义 成 为 数学 上 的 一 个 经 典 : 


当 属 于 一 个 变量 的 相继 的 值 无 限 地 趋 近 某 个 固定 值 时 ， 如 果 最 
终 同 固定 值 之 差 可 以 随意 地 小 ， 那 么 这 个 固定 值 就 称 为 所 有 这 
些 值 的 极限 。 趾 


柯 西 以 圆 面积 作为 例子 : 当 一 个 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 
时 ， 多 边 形 面积 的 极限 就 是 这 个 圆 的 面积 。 自 然 不 会 有 哪个 多 边 形 的 面 
积 等 于 圆 的 面积 。 但 是 ， 对 于 任意 给 定 的 容 差 ， 能 够 找到 一 个 内 接 正 多 
边 形 ， 它 的 面积 以 及 那些 边 数 更 多 的 正 多 边 形 的 面积 比 给 定 的 容 差 更 接 
近 圆 的 面积 。 多 边 形 的 面积 持续 地 越 来 越 接 近 圆 的 面积 ， 这 是 柯 西 思 想 
FER 

现代 读者 或 许 会 对 他 的 定义 的 元 长 和 动态 的 形象 描述 以 及 没有 使 用 
z 和 5 感到 奇怪 。 如 今 ， 我 们 不 会 谈论 数 的 一 个 “序列 ”“ 趋 近 ” 什 么 ， 
而 宁愿 用 “e >0” 的 符号 功能 来 表达 短语 “ 像 希 望 的 那样 小 ”。 

然而 ， 这 是 最 重要 的 一 个 进展 。 柯 西 基于 “接近 ”的 思想 避免 了 一 
些 早期 尝试 中 的 缺陷 。 特 别 是 ， 他 既 没 有 对 达到 这 个 极限 说 什么 ， 也 设 
有 对 超过 这 个 极限 说 什么 。 正 如 伯 克 莱 因 过 于 兴奋 而 没有 来 得 及 指出 的 
那样 ， 这 个 问题 曾 使 柯 西 的 许多 前 辈 们 陷入 圈套 。 相 形 之 下 ， 柯 西 的 所 
谓 “ 回 避 极 限 ”的 定义 不 提 及 无 论 怎 样 达到 极限 ， 仅 仅 是 接近 并 保持 接 
近 它 。 对 他 来 说 ， 这 里 没有 消逝 的 量 ， 于 是 伯 克 莱 所 谓 消逝 的 量 的 鬼魂 
也 就 不 复 存 在 了 。 

柯 西 引入 的 另 一 个 相关 概念 或 许 会 令 使 人 产生 疑虑 。 他 写 道 :“ 当 一 
个 变量 的 连续 数值 无 限 减 小 (从 而 变 得 小 于 任何 给 定 的 值 ) 时， 这 个 变 
量 就 称 为 …… 一 个 无 穷 小 的 量 。” 他 使 用 的 “无 穷 小 ”这 个 词 令 人 感到 
不 详 的 预兆 ， 但 是 我 们 可 以 把 这 个 定义 简单 地 解释 为 收敛 到 零 。 

柯 西 下 一 步 将 他 的 注意 力 转移 到 连续 性 上 。 我 们 在 直觉 上 的 第 一 个 
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反应 是 ， 柯 西 似乎 将 顺序 弄 反 了 ， 应 该 将 极限 的 思想 建立 在 连续 性 上 ， 
而 不 是 相反 。 但 是 柯 西 是 对 的 。 将 这 两 件 事 “ 显 而 易 见 ”的 顺序 颠倒 过 
来 是 理解 连续 函数 的 关键 

从 函数 y= f(x) 开始， 他 令 i 为 无 穷 小 量 (如 上 面 定义 的 那样 ) ， 
然后 考察 当 x 用 x+;i 代替 时 函数 的 值 。 这 使 函数 的 值 从 y 改 变 为 ?+ Ay ， 
柯 西 将 这 个 关系 表示 为 

y+Ay= f(x+i) 或 者 Ay= f(x+i)-f (x) 
对 于 无 穷 小 的 i, 如 果 差 值 Ay = f Gc) SAWEE, 柯 西 就 称 /为 
的 连续 函数 。 钾 换 名 话说， 如 果 自 变量 增加 一 个 无 穷 小 量 ， 因 变量 y 
相应 地 也 增加 一 个 无 穷 小 量 ， 那 么 函数 在 x 连续 。 

再 次 指出 ， 提 到 “无 穷 小 ”仅仅 是 指 那些 量 的 极限 为 零 。 按 照 这 种 
观点 ， 我 们 看 出 柯 西 所 说 的 /在 x 连 续 是 指 jimL7Gxz+D-Aoo=0， 同 现 
RhE lim f Gc) = fo) 等 价 。 

作为 一 个 例证 , 柯 西 考察 了 y=sinx 。 中 他 利用 了 limGsin x) = 0 这 个 
事实 以 及 三 角 便 等 式 sin(w+ 历 -sinw= 2sin(8/2)-cos(ar 8/2), Ti, 
对 于 无 穷 小 量 i, 

Ay = f(x+i)— f(x)=sin(x+i)—sinx= 2sin(i/2)cos(x+i/2) (1) 

由 于 i/2 是 无 穷 小 量 ， 所 以 sin(i/2) 是 无 穷 小 量 ， 因 此 式 (1) tot 
的 积 也 是 无 穷 小 量 。 根 据 柯 西 的 定义 ， 正 弦 函 数 在 任意 x 是 连续 的 ，。 

我 们 注意 到 ， 柯 西 还 发 现 了 连续 函数 的 另 一 个 最 重要 的 性 质 ， 它 们 
保存 序列 的 极限 。 这 就 是 说 , 如 果 f 在 a 连续 , 并 且 (x, 是 满足 limx =a 
的 序列 ， 那么 ，lim Gs) - f [ima | = f 。 我 们 随后 将 会 见 到 他 对 这 
个 原理 的 利用 。 

柯 西 然后 考察 “ 导 函 数 ”。 他 把 微 商定 义 为 
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Ay. fæti- f(x) 
Ax i 


其 中 i 为 无 穷 小 量 。 采 用 拉 格 朗 日 的 写法 ， 柯 西 将 导数 记 为 y' 或 了 x), 
并 声称 对 于 像 
ysrtx, rx, rix, x , A', log, x, sinx, cosx, arcsin x, arccosx 
这 样 一 些 简单 函数 ， 求 导数 是 “很 容易 的 "。 我 们 将 只 讨论 这 些 函 Bie 
XP: y-log,x, HUKA-1, MPH LO orox ToS CR C, I 
pam pagg Z = LOTO 109. 17109. Ag. Je Den 








， 并 引进 也 是 无 穷 小 量 的 辅助 变量 w= 二 。 利 用 对 数 法 则 并 进行 无 哲 





pi 


束 的 代 换 ， 柯 西 推出 


"d (ee 
Ay L(x*i)-L(x) _ xj xX 


Ax i i QX 








Ee to) 


eut --L-ao)'* (2) 
x x 





对 于 无 穷 小 的 a ， 他 确定 最 后 一 个 表达 式 为 二 Le) 。 现今 我 们 需要 借助 
对 数 函 数 的 连续 性 和 lim(l1+0)"” =。 这 个 事实 来 证 明 这 一 步 。 柯 西 从 式 
(2) 得 出 结论 ， 在 任何 情况 下 ，LCD 的 导数 是 二 Le) 。 作 为 一 个 推论 ， 


他 指出 自然 对 数 InC) 的 导数 为 二 In(e) = 








显然 ， 微 分 学 已 经 处 于 他 的 完全 驾驭 之 下 。 
介 值 定理 


柯 西 在 分 析 学 领域 的 声 os 赢得 这 
种 声誉 ， 至 少 与 他 察觉 如 下 事实 同样 有 关 : 微 积分 的 大 量 定理 必需 用 这 
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个 定义 去 证 明 。 尽 管 早先 的 数学 家 们 已 经 接受 了 某 些 结果 ， 因 为 它们 的 
正确 性 或 者 同 直觉 相符 , 或 者 得 到 图 解 的 支持 , 但 是 柯 西 对 此 并 不 认同 ， 
除非 可 以 提出 一 种 代数 论证 来 证 明 它 们 。 他 指出 :“ 仪 仅 通 过 儿 何 例证 或 
直觉 证 据 就 认为 可 以 获得 必然 结果 是 一 种 严重 的 错误 。.”m 这 时 ， 人 们 对 
他 的 重要 学 术 地 位 已 经 坚信 不 疑 。 

他 的 基本 观点 表现 在 介 值 定理 的 一 个 证 明 中 。 这 个 著名 的 定理 从 一 
个 在 为 和 X《〈 柯 西 更 喜欢 指定 为 一 个 区 间 的 端点 ) 之 间 连 续 的 函数 f JF 
始 。 如 果 oo)<0 且 JJFX)>0， 介 值 定理 断言 ， 这 个 国 数 在 如 和 X 之 间 
必定 在 一 个 或 多 个 点 等 于 零 。 

对 那些 相信 眼见 为 实 的 人 来 说 ， 这 是 再 明显 不 过 的 事 。 当 某 个 移动 
的 物体 从 一 个 负 值 连续 地 达到 一 个 正 值 时 ， 必 然 在 某 处 穿越 x 轴 。 如 图 
6-1 所 示 , 这 个 介 值 出 现在 点 x=a , 此 时 f (a) =0。 这 不 禁 使 人 要 癌 : “有 
什么 值得 大 惊 小 怪 的 ?“ 


























图 6-1 








自然 ,无须 大 惊 小 怪 之 处 在 于 数学 家 们 希望 通过 分 析 摆 脱 直 觉 的 危 
险 和 几何 图 解 的 诱惑 。 对 柯 西 来 说 ， 即 使 是 显而易见 的 事实 也 必须 用 无 
可 争辩 的 推理 过 程 证 明 。 

柯 西 以 这 种 精神 开始 他 对 介 值 定理 的 证 明 , 首先 令 半 = 和 -和 ， 选 定 
一 个 自然 数 m>1。m™" 然 后 他 把 从 元 到 X 的 区 间 用 点 %, x ehm, x+ 
2hIm, -, X -hí m, X 分 成 于 个 相等 的 子 区 间 ， 并 且 考 虑 相关 的 国 数值 
的 序列 
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f 0$). f Og +h/m), fo +2h/m), ái , f(X -h/m), f(X) 
由 于 序列 的 第 一 项 为 负 值 ， 而 最 后 一 项 为 正 值 ， 他 指出 ， 当 我 们 从 左 至 
右 进行 时 ， 将 会 发 现 具 有 相反 符号 的 两 个 相 邻 的 函数 值 。 更 确切 地 说 ， 
XT BA n, A 
f Gg * nh/ m) € 0, A4 f(x +(n+1)h/m) Z0 

3 126 HH RI EA, TEGX NAR AR XR X X tnh/m= x fil 
x, *(m-Dh/meX,,. WEAR, x,Xx«X, SX, FEA x $8] X, HIKE 
的 长 度 为 h/m 。 

现在 他 对 从 到 XX 的 较 小 区 间 重 复 这 个 过 程 。 就 是 说 , 将 这 个 小 区 
间 分 成 m 个 相等 的 子 区 间 ， 每 个 子 区 间 的 长 度 为 h/m ， 并 且 考 察 函 数 
值 的 序列 

fO). fog th/m), fo *2hIm), =, f(X h/m), f(X) 
同 前 面 一 样 ， 最 左边 的 值 小 于 或 等 于 零 ， 而 最 右边 的 值 大 于 或 等 于 零 ， 
所 以 ， 必 然 存 在 距离 为 h/m 的 两 个 相 邻 的 点 六 和 X ， 其 国 数值 
f o5) <0 m £(X,) Z0 ERA, d 18 x, x mx, « X, m X XX, 
那些 熟悉 用 对 分 法 对 方程 式 求 近似 解 的 人 会 对 柯 西 的 论证 过 程 非 常熟 悉 。 

继续 运用 这 种 方式 ， 他 产生 了 一 个 非 减 序列 加 S x, mx, Xx mee 
ii f(X,) 20, Falle xl XIII X, —x, 2h/m' 。 当 大 增加 时 ， 这 
个 间隔 显然 减 小 并 趋 近 零 。 柯 西 由 此 得 出 结论 ， 递 增 序 列 和 递减 序列 必 
定 收 敛 于 一 个 共同 的 极限 &。 换 句 话说， 存在 一 点 a， 使 得 
lim x, -aq- lim X, n 

我 们 暂 不 对 最 后 一 步 作 解释 。 柯 西 在 此 为 我 们 现在 称 为 实数 完备 性 
性 质 假设 了 另外 一 种 形式 。 柯 西 已 经 理所当然 地 认定 ， 由 于 序列 {x%} 和 
{X,} 的 项 随意 地 相互 接近 ， 它 们 必定 收敛 于 一 个 共同 的 极限 。 也 许 有 人 
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至 少 扔 掉 了 大 部 分 碍 事 的 扫 旱 。 
为 了 完成 证 明 ， 柯 西 指出 〈 没 有 证 明 ) A a ETEM x PI X HARA 
间 内 ， 然 后 他 利用 了 的 连续 性 得 出 结论 ， 用 现代 的 表示 法 ， 就 是 
f(a)= f| limx, |=limf(%)<0 
fa) - f| lim x, |= lim fat) 2:0 
用 柯 西 的 话说 ， 这 两 个 不 等 式 证 实 “ f(a) 的 值 …… 不 能 不 等 于 零 *。 因 
此 , 他 证 明了 在 x* 和 X 之 间 存在 一 个 数 a, 满足 f(a) = 0 。 介 值 定理 的 一 
般 形式 ， 即 连续 函数 f 取 介 于 fos) 和 f(X) 之 间 的 所 有 值 ， 是 由 此 推出 
的 一 个 简单 推论 。 

这 是 一 个 显著 的 成 就 。 柯 西 已 经 通过 分 析 方 法 在 很 大 程度 上 成 功 地 
证 明了 “不 言 而 喻 的 ”定理 。 正 如 Judith Grabiner 所 说 :“ 虽 然 证 明 的 技 
巧 简单 ， 而 证 明 的 基本 思想 却 是 革命 性 的 。 柯 西 把 这 种 逼近 方法 改变 成 
完全 不 同 的 东西 :证明 极 限 的 存在 ”中 


中 值 定 理 


我 们 现在 转 到 微 积分 的 另外 一 个 主题 一 一 导数 的 中 值 定理 。"” 柯 西 
在 《无 穷 小 分 析 》 一 书 中 ， 是 从 下 面 的 预备 定理 开始 的 。 

引 理 ”如 果 函 数 1 在 % 到 闫 之 间 连续 ， 令 A 为 1' 在 这 个 区 间 上 的 
最 小 值 ，B 为 广 在 这 个 区 间 上 的 最 大 值 ， 那 么 


Ax [OD- fO) « y 
X-X% 


















































我 们 注意 ， 柯 








证 明 











和 最 小 值 。 现 代 的 证 明 
如 果 柯 西 的 陈述 看 起 来 
知 的 环节 开始 的 ， 因 为 柯 





















































提 到 f'， 因 此 他 未 明 
保证 f 是 连续 函数 。 此 外 ， 他 直接 假设 导数 在 区 间 [x,X] 上 达到; 
方法 会 更 谨慎 地 对 待 这 些 1 


[2 


路 





说 





未 免 罕见 的 话 ， 那 么 


引入 了 两 个 “ 











介 了 
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的 假设 是 可 微 
最 大 值 





3 
i AEN AE JA x POR 
\ 的 数 ”一 一 5 和 e。 选择 





Fi«ó 的 所 有 正 


Hj 





如 此 小 的 数 5 和 es， 使 得 对 3 


f'(x)-e« 














这 是 柯 西 





对 了 





任意 的 > 0 和 任意 固定 的 x, 都 存在 一 个 大 


f Gti) - fx) 
i 





< f'(x) +E 


Fay fe X HER UR 
(3) 


对 他 的 5 选择 假定 的 一 致 性 条 件 . 导数 的 存在 无 疑 意味 着 ， 
PRN 5 使 得 式 (3) 的 





不 等 式 成 立 。 但 是 这 个 56 既 与 有关， 又 与 特定 的 点 x 有 关 。 如 果 没 有 附 











加 的 结果 或 假设 ， 柯 西 
有 的 x 都 是 适合 的 。 








就 不 能 证 明 所 选择 的 单个 5 对 了 














尽管 如 此 ， 柯 西 





Xo < 


[1 


细 分 区 间 ， 其 中 ， 





Xp —7 X9» 








A-&«f'(x)-€ 


A-&£&«f'(x)-€ 


A-E£«f'(x,)-€ 














柯 西 








F 极 限 A-E 和 B+e 之 间 的 一 个 平均 分 数 .” 这 时 


一 步 选择 点 


xX«x,«-«x,«X 





整个 区 间 上 的 所 





X -=x 


“具有 小 





F 5 的 值 ?。 对 











X,—Xp» oce 1 


fo) - fo) 
Xp 7X9 


fo5)- fq) 
22 一 如 


< f (X) 
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<f '(x) 
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< f '(x, 
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fIOO- fG,) 
X-X,i 


AJETE: "AUR DOR T HS fu f DL oc 2-8 
他 利用 














于 这 些 细 分 重复 应 用 式 (3) fA 六 CD) 三 B 的 事实 ， 得 到 


+E< B+E 


+E<B+E 


)+E<B+E 


F 的 和 ， 就 得 到 介 
了 如 下 事实 : 如 
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Rb 20 (kl, 2, «0D. 并且 对 所 有 的 大 有 C< 站 < 刀 ， 那 和 
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petia ga a-e< OA Bte, H 用 下 面 的 话 结束 了 证 明 : 
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“由 于 这 个 结果 对 于 无 论 怎样 小 的 数 e 都 成 立 ， 可 以 断言 表达 式 
| 90-169 cicius af ng 


0 

















这 是 一 个 有 趣 的 论证 ， 这 个 被 一 致 性 问题 困扰 的 论证 还 展示 了 一 位 

天 才 如 何 处 理 不 等 式 和 利用 现在 无 处 不 在 的 fn 0 得 到 期 望 的 结论 。 如 

果 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 早期 就 达到 这 种 程度 的 普遍 性 和 具备 一 定 程度 的 
严格 性 ， 那 么 就 不 会 有 人 感到 困惑 了 。 

柯 西 随后 使 用 这 个 引 理 证 明 他 的 中 值 定 理 。 

定理 ”如 果 函 数 f 及 其 导数 广 在 如 和 X 之 间 连 续 ， 那 么 对 于 介 于 0 

和 1 之 间 的 某 个 RUA 

fOO- fo) 

X -X, 


证 明 根据 一 般 形 式 的 介 值 定 理 ， f' 连续 性 的 假设 保证 了 frd 
必定 取 介 于 它 的 最 小 值 (4) 和 最 大 值 (B) 之 间 的 任何 值 。 按 照 引 理 ， 数 值 
LOSU 就 是 这 样 一 个 介 值 ， 所 以 ， 正 如 柯 西 对 它 的 说 明 “ 存 在 介 


7X9 















































= f' [ix +0(X —x)] 
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于 0 和 1 之 间 的 一 个 值 9， 足 以 满足 等 式 


FOTS) tx +X 1)]” m (4) 
X-X 


X (4) 中 的 结论 与 现代 教科 书 中 的 结论 的 不 同 之 处 仅 在 于 书写 习惯 
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上 的 差别 ， 现 在 用 c 代替 柯 西 的 如 +0(X x) ， 其 中 0<0<1 自 然 意味 
着 如 <c<X。 

这 就 是 导数 的 中 值 定理 ， 尽 管 是 在 柯 西 的 导数 连续 性 的 假设 下 证 明 
的 , 这 个 假设 保证 了 ' 取 介 于 A 和 B 之 间 的 所 有 中 间 值 。 事实 上 , 这 个 假 
设 是 没有 必要 的 ， 中 值 定理 的 现代 证 明 没 有 用 这 个 假设 ， 也 是 非常 精彩 
的 。 此 外 ， 不 论 导数 是 否 连 续 ， 它 们 都 取 所 有 中 间 值 ， 这 是 我 们 将 在 第 
10 章 证 明 的 一 个 引 人 注 目的 结果 。 

在 19 世纪 20 年代， 这 些 绚丽 的 结果 尚 不 清晰 ， 而 柯 西 的 见识 在 他 
那个 时 代 是 重要 的 ， 但 是 并 非 定 论 。 不 过 ， 他 已 经 确定 了 中 值 定理 作为 
严格 的 微 积分 发 展 的 中 心 位 置 ， 这 种 位 置 一 直 保留 至 今 。 


只 分 和 微 积分 基本 定理 


同 柯 西 的 极限 方法 一 样 ， 他 的 积分 定义 也 将 在 整个 微 积分 的 发 展 历 
史 中 掀起 轩然大波 。 我 们 回忆 一 下 ， 当 初 莱 布 尼 蒋 将 积分 定义 为 无 限 多 
个 无 穷 小 的 被 加 数 的 和 并 用 符号 | 表示 。 看 起 来 也 许 奇怪 ， 直 到 19 世纪 
初 ， 还 没有 人 从 这 个 角度 来 理解 积分 。 相 反 ， 人 们 一 直 把 积分 主要 看 成 
微分 的 逆 过 程 ， 使 其 在 数学 概念 的 殿 党 中 处 于 次 要 位 置 。 例 如 ， 欧 拉 在 
他 影响 深远 的 关于 积分 学 的 三 卷 教科 书 中 是 以 下 述 定 义 开始 的 。 

定义 ”积分 学 是 从 给 定 微分 的 变量 寻找 变量 自身 的 方法 ， 产 生 这 种 
变量 的 运算 称 为 积分 。"™ 

欧 拉 认为 积分 依赖 于 微分 并 且 因 此 而 从 属于 微分 。 

柯 西 不 同意 这 种 观点 。 他 认为 积分 必须 是 独立 存在 的 ， 并 且 有 相应 
的 定义 。 因 此 , 在 19 世纪 即将 消逝 的 时 候 ， 他 发 起 了 一 次 变革 ， 将 积 4 
置 于 分 析 学 的 聚光灯 下 。 

他 从 区 间 [x , XL ERuxesxen c Ap. UI 虽然 连续 性 对 于 柯 西 的 定 
义 是 至 关 重 要 的 ， 但 是 他 显然 没有 假设 f 是 某 个 其 他 函数 的 导数 。 他 把 
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区 间 细 分 为 他 所 谓 的 “单元 ”一 6， 加 一 加 一 各， 站 一 和 1， 
ERA 
$ —(x —xX) fo) t Gs 7 x)fo)* 6 7x) f 69) 
*tecOCT xf Ga) 

RIME, xxx UE T pc lH] E RAEE 27 RI Ze DUAEUEE TRLERCZ RE, [Bi 
在 柯 西 的 《无 穷 小 分 析 》 中 ， 没 有 提 及 此 处 的 几何 意义 ， 也 没有 给 出 现 
在 惯用 的 图 解 。 然 而 ,他 指出 “5 的 值 显然 依赖 于 : (1) TE2TÉ X — x, 2 
分 成 单元 的 个 数 n，(2) 由 采用 的 划分 方式 决定 的 这 些 单元 的 值 ”。 他 进 
一 步 宣 称 :“ 值 得 注意 的 是 ， 如 果 单 元 的 数值 差别 非常 小 ， 而 单元 数 n 非 
常 大 ， 那 么 细 分 的 方式 对 5 值 的 影响 就 微乎其微 了 。” 

柯 西 给 出 了 支持 最 后 这 个 论断 的 一 个 论证 。 这 个 论证 假定 了 函数 的 
一 致 连续 性 ， 这 就 是 还 没有 被 认识 的 “一 个 5 适合 于 一 切 场合 ”的 条 件 。 
通过 这 种 方式 ， 他 相信 自己 已 经 证 明了 下 面 的 结果 。 

















如 果 在 增加 单元 的 数量 时 ， 我 们 无 限 地 减 小 这 些 单 元 的 值 [ 即 

X—X» XX» XX», 5 X-x, "|i AA SiR 

将 趋 近 某 个 确定 的 极限 ， 此 极限 仅 依 赖 于 函数 f(x) 的 表达 式 

和 变量 x 所 能 取 的 极端 值 好 和 这 个 极限 就 是 我 们 所 说 的 定 

积分 。 

柯 西 继承 了 约瑟夫 * 储 里 叶 (1768—1830) 采用 | fod 作为 所 论 
及 极限 的 “最 简单 的 ”记号 。 

柯 西 的 定义 远 非 完美 ， 多 半 是 因为 它 仅 仅 适用 于 连续 国 数 。 尽 管 
此 ， 它 仍然 是 具有 重大 意义 的 进展 ， 使 得 在 两 个 关键 问题 上 再 无 悬念 : 
(1) 积分 是 一 种 极限 ，(2) 积分 的 存在 同 反 微 分 法 无 关 。 

按照 柯 西 的 一 贯 做 法 ， 他 用 定义 证 明基 本 的 结果 。 甚 中 一 部 分 是 
般 法 则 ， 例 如 和 的 积分 等 于 积分 的 和 这 样 的 事实 。 其 他 是 一 些 特殊 的 公 
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X% xX 


& pii [s 58 a f Eon Z), pes, arra 
f, 存在 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 值 0 使 等 式 
| Fd e GC 7 x) fI € (XC 7 x] (5) 
成 立 。 读 者 会 认 出 这 就 是 积分 的 中 值 定理 。 
甚至 在 不 提出 导数 的 情况 下 就 走 了 这 么 远 ， 这 时 ， 柯 西 作 好 了 把 绝 
妙 的 微分 思想 和 积分 思想 结合 在 一 起 的 准备 。 统 一 的 结果 就 是 我 们 所 说 
的 微 积 分 基本 定理 。 作 为 所 有 数学 中 的 重要 定理 之 一 ， 由 历史 上 最 卓越 
的 分 析 学 家 之 一 证 明 ， 这 个 定理 确实 值得 我 们 关注 。0 
柯 西 照常 从 连续 函数 开始 ， 但 是 这 一 次 ， 他 在 考虑 它 的 积分 时 令 
积分 的 上 限 为 变量 。 就 是 说 ,他 定义 了 函数 (x) = [^ fod, PEA 
楚 起 见 我 们 现在 将 它 表示 为 (x) = [了 (Ddt 。 柯 西 证 明 








P(x+a)-®(x)= | Fod- f. f(x)dx 
-[ rentes f Fotr- [rox 
=[ fod 


此 外 ， 由 式 (5) 可 知 ， 存 在 介 于 0 和 1 之 间 的 6， 使 得 
[三 7ond -Ga-xflx-a-x)]-2af(xt0a) 
总 之 ， 对 9 的 某 个 值 有 (x+Q)-@B(x)= Qf (x+00)。 
对 柯 西 来 说 ， 最 后 一 个 等 式 说 明 D 是 连续 的 ， 因 为 x 增加 一 个 无 穷 
小 量 就 导致 @ 增加 一 个 无 穷 小 量 。 或 者 ， 我 可 以 把 它 写成 
lim['G- 9) - 609] - lima f (x+ 62) - lima: lim f (x+ 6) 
- lim ar. f (lix 6c] 2 0- f(x) «0 


其 中 ， 函 数 /在 x 连续 意味 着 lim f Gee 6o) = f(x) 。 因 此 ，lim@(x+Q) 
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=@(x) ， 所 以 D fe x e£, 
但 是 柯 西 在 追求 更 大 的 目标 ， 因 为 进一步 推出 








EE 的 
CC [04 a0 a 
=lim f(x € 02) = f(x) 
为 了 保证 不 使 人 误解 ， 柯 西 将 上 式 改 写成 
d xX 
2 fird foo (e 





这 正 是 微 积分 基本 定理 的 “最 初 形式 ”。 在 式 (6) 中 ， 微 分 和 积分 的 反 
向 性 质 跃然 纸 上 。 

对 积分 进行 微分 之 后 ， 柯 西 下 一 步 说 明 如 何 对 导数 积分 。 他 从 一 个 
他 称 之 为 “问题 ”的 简单 而 重要 的 结果 入 手 。 

问题 如果 w 的 是 一 个 导数 处 处 为 零 的 函数 ， 那 么 中 是 常 值 函数 。 

证 明 ”我 们 在 函数 定义 域 中 国定 一 点 和 WR rRNR EA 
点 ， 那 么 中 值 定理 (A) 保证 在 0 和 1 之 间 存 在 一 个 0 使 得 

WX) - ax.) 
X — Xo 

所 以 ，w(o = w(x,)。 柯 西 继续 他 的 证 明 ， 对 于 所 有 的 x, “如 果 指 定常 
£00) X c. 那么 w(x)=c”。 总 之 ，w 正 如 要 求 的 那样 为 常 值 函数 。 曙 

他 现在 作 好 了 建立 微 积分 基本 定理 第 二 种 形式 的 准备 。 柯 西 假设 函 
数 f 是 连续 函数 ， 而 F 是 对 所 有 x Hon FOS f(x) 的 函数 。 如 果 
DA= [ 7CDdr ,他 从 式 (6) É D'O £6) . 4 90) 2 90) - FG) , 


柯 西 推导 出 




















-Q'[x,*0(x-x,)] 2-0 
































Q'(x) c '()-F'x)y- fo)-fo)-0 
因此 ,存在 一 个 常数 < 使 得 c=wC90 = Da- Fa). eK x= a RA 


这 个 等 式 ， 得 到 
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c= 6(,)- F(x)- |" fdr- FG) -0- F) = -F() 
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THH [i fGüdx Pa) = FG) eo FG)- FG) 。 将 积分 上 限 改 成 X 以 





后 ， 柯 西 得 到 了 他 想 要 的 结果 : 
[fd = F(X) - FG) 


(16) $e) | fi)dz m FG) lz) 


(7) 


Si, de plus, les fonctions f(x) et F(x) sont l'une et l'autre continues 
entre les limites z 一 Zu, 2 = X, la fonction $ (æ) sera elle-même con- 
tinue, et par suite w(x) = f(x) — F(x) conservera constamment la 


méme valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura 


S(z)-—w(z,), 
4(z)—F(z)-—$(z)—F(zx)-—-—F(zx)  Z$(z)-—F(x)—F(z), 


(12) f (mam) EG. 


Enfin, si dans l'équation (17) on pose x = X, on trouvera 


X 
(18) f fee EG— EG. 


柯 西 对 微 积分 基本 定理 的 证 明 (1823) 











为 了 看 出 反 向 关系 ,我 们 仅 需 用 严 'Co 代替 f(D , HR (7) 
| F'GOdx e FOO - Fo) 。 基 本 定理 的 这 种 形式 对 导数 进行 积分 ， 
是 对 它 先前 形式 的 补充 。 





写成 
因此 





所 以 ， 当 对 从 % 到 XX 的 区 间 上 的 连续 函数 /积分 时 ， 如 果 求 出 一 个 
反 导 数 FF， 那么 我 们 可 以 简化 柯 西 给 出 的 用 区 间 上 的 “单元 ”以 及 求 和 
与 求 极限 的 复杂 的 定义 。 在 这 种 适宜 的 条 件 下 ， 求 积分 的 值 变 成 轻 而 易 
举 的 事情 ， 只 需 将 为 和 和 代入 下 即 可 。 基 至 可 以 说 式 〈7) 代表 全 部 数 
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学 中 最 大 的 简化 。 

虽然 基本 定理 在 微 积分 的 任何 严格 推导 中 都 是 名 副 其 实 的 顶峰 ， 但 
是 我 们 还 是 要 从 分 析 学 的 另外 一 隅 来 结束 本 章 ， 就 是 柯 西 有 着 重大 影响 
的 领域 : 无 穷 级 数 。 











两 个 收敛 判别 法 


像 牛 顿 、 莱 布 尼 蒋 和 欧 拉 这 些 前 辈 们 一 样 ， 柯 西 也 是 一 位 无 穷 级 数 
的 大 师 。 但 是 与 他 的 前 非 们 不 同 ， 他 认识 到 必须 谨慎 对 待 收 你 和 发 散 的 
问题 ， 以 免 发 散 级 数 把 数学 家 们 引入 歧途 。 柯 西 处 在 这 样 一 个 位 置 上 ， 
提供 级 数 收敛 判别 法 似乎 是 他 义不容辞 的 责任 ， 而 柯 西 在 这 条 战线 上 果 
然 不 负重 望 。 

首先 我 们 必须 就 柯 西 对 无 穷 级 数 之 和 的 定义 说 儿 句 话 。 早 期 的 数学 
家 们 在 计算 特殊 级 数 中 具有 令 人 惊异 的 智慧 ， 在 处 理 这 些 级 数 时 往往 从 
整体 上 把 它们 当 作 单 个 表达 式 ， 这 种 表达 式 的 特性 或 多 或 少 地 同 对 应 的 
有 限 项 级 数 相似 。 对 柯 西 来 说 ，》u 的 意义 非常 微妙 。 它 需要 有 一 个 精 














确 的 定义 ， 以 便 不 但 确定 它 的 值 ， 而 且 确定 它 是 否 确实 存在 。 
柯 西 的 方法 如 今 是 众所周知 的 。 他 引入 了 部 分 和 序列 
S, =U, S, = Ug +U, S, = Ug HU +u, 一 般 形 式 为 8, = Su 


然后 把 无 穷 级 数 的 值 定义 为 这 个 序列 的 极限 ， 即 立 w = lim S, = 
tim S u ,只 要 极限 存在 , 而 在 这 种 情况 下 ，“ 级 数 称 为 收敛 的 , 极限 …… 


称 为 级 数 的 和 ”。0 5 同 柯 西 对 导数 和 积分 的 处 置 一 样 ， 他 在 极限 的 牢固 
基础 上 建立 了 无 穷 级 数理 论 。 
这 是 一 个 富有 独创 性 的 见解 ， 尽 管 在 这 个 过 程 中 柯 西 犯 了 一 个 玻 名 
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的 错误 。 他 根据 部 分 和 相互 越 来 越 接近 的 事实 ， 就 一 次 又 一 次 地 断言 部 
分 和 的 极限 存在 。 他 所 说 的 越 来 越 接近 是 指 对 于 任意 > 0， 存 在 一 个 下 
ERN, 使 得 对 于 所 有 的 k 宇 1，S%y FI Sya 之 间 的 差 都 小 于 s。 出 于 对 他 的 
敬意 ， 我 们 现在 把 具有 这 种 特性 的 序列 称 为 “ 柯 西 序列 ”。 

然而 ， 他 并 没有 对 项 之 间 相互 任意 接近 的 序列 就 一 定 收 敛 于 某 个 极 
限 的 思想 提供 证 明 。 正 如 上 面 指 出 的 ， 这 个 条 件 是 完备 性 性 质 的 另 一 种 
形式 ， 是 极限 理论 的 逻辑 基础 ， 因 此 现在 是 支撑 微 积分 理论 的 基础 。 对 
现代 数学 家 来 说 ， 完 备 性 是 必须 得 到 解决 的 ， 不 论 是 从 一 个 更 基本 的 实 
数 定义 导出 它 还 是 把 它 作 为 一 个 公理 接受 。 人 们 可 能 认为 ， 柯 西 或 多 或 
少 是 采用 后 面 一 种 做 法 ， 尽 管 在 显 式 假定 某 件 事 (作为 一 个 公理 ) 或 者 
隐 式 包含 它 〈 作 为 一 种 失误 ) 之 间 存在 差别 。 

在 任何 情况 下 ， 他 都 将 柯 西 序列 收敛 作为 不 需 证 明 的 事实 。 具 有 讽 
刺 意味 的 是 对 于 我 们 用 他 的 名 字 命 名 的 序列 ， 他 却 没 有 完全 理解 。 但 是 
这 个 讽刺 不 但 没有 降低 他 的 声望 ， 反 倒 增强 了 我 们 先前 的 看 法 ， 就 是 难 
解 的 思想 需要 假 以 时 日 才能 忠于 成 熟 。 

以 这 段 开 场 白 作 为 开端 ， 我 们 现在 考察 柯 西 用 于 证 实 无 穷 级 数 收 敛 
的 两 个 检验 法 。 这 两 个 证 明 都 是 基于 对 非 负 项 级 数 的 比较 检验 法 ， 这 个 
检验 法 说 明 ， 如 果 对 所 有 的 都 有 0 三 a Sh, JEHA Db cR, I 




















么 a, 也 收敛 ,现在 , 比较 检验 法 是 通过 前 而 提 及 的 完备 性 性 质证 明 的 ， 
并 且 它 仍旧 是 证 实 级 数 收敛 的 最 容易 的 方法 之 一 。 

柯 西 将 我 们 的 第 一 个 结果 一 一 根 检验 法 叙述 如 下 。 

EE OO XDTCOLO HO uy eu ru tutu eo IBEX 
lu. [^ = fu, | KKE ARR — EAR, 并 且 令 1 为 这 些 极 限 中 的 最 
大 者 。 那 么 ， 当 ?<1 时 级 数 收 你 ， 当 4>1 时 ， 级 数 发 散 。 吕 1 
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在 继续 进行 之 前 ， 我 们 需要 澄清 几 点 事实 。 第 一 ， 柯 西 没 有 像 我 们 
这 样 用 绝对 值 记 号 。 他 用 p 表示 的 “数值 ”或 者 “ 模 ”， 并 且 通 过 o, 
表示 根 检验 法 的 结构 。 自 然 , 这 无 非 是 一 种 符号 约定 , 没有 实质 性 差别 。 

也 许 鲜 为 人 知 的 是 他 把 4 称 为 极限 中 的 最 大 者 。 同样 ,我们 如 今 对 4 
有 一 个 术语 上 极限 ， 并 且 用 4=limsuplu l^ 或 4= lim|u, rs 代替 柯 西 的 
文字 描述 。 

对 于 不 熟悉 这 个 概念 的 读者 ， 举 个 例子 会 有 助 于 理解 。 假 定 我 们 考 

fA 1 1 1 1 


< 1 
察 无 穷 级 ; 三 1 二 二 十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 十 Te ,其 中 的 项 交 
察 无 穷 级 数 D k 3 4 27 16 243 64 2187 中 的 项 交 


BA 3 的 某 个 乘 方 的 倒数 和 2 的 某 个 乘 方 的 倒数 。 可 以 看 出 ， 级 数 的 项 
Uo, U1, U2, U3, "77 服从 下 述 规则 : 





Uy yu k20,1 2, = 


1 
Wn =ar k=0, 1, 2, = 


ZAKI, ? 





如 果 仅 看 偶数 下 标 项 ， 发 现 它们 的 根 的 极限 为 lim /727 = ， 然 而 如 


果 仅 看 奇 煞 下 标 项 ， 我 们 得 到 根 的 极限 为 lm MI73 =- 二。 用 现代 的 








Bk. nnt (hu |" 有 个 收敛 于 了 的 子 序列 和 曙 个 收敛 于 的 子 序 
列 。 在 这 个 例子 中 ，4 的 较 大 值 是 4 = 。 


柯 西 在 《无 穷 小 分 析 》 一 书 中 对 根 检验 法 的 证 明 同 现代 教科 书 中 的 
证 明 实质 上 是 一 样 的 。 他 从 0< A <I 的 情况 开始 , 然后 国定 一 个 数 ww， 使 
得 4<J4<1。 他 的 关键 发 现 是 如 果 |u| “的 “最 大 值 最 终 不 变 得 小 于 4”， 
那么 “就 不 能 无 限 地 趋 近 极限 。 作 为 一 个 推论 ， 他 知道 存在 这 样 一 个 
整数 m， 使 得 对 所 有 的 宇 m ,我们 有 | | <u, MAJ WwW。 然后 ， 
他 考察 两 个 无 穷 级 数 
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mb us 








t Salt lu opt <S u" tu Tor 


其 中 ， RE 
2s | cat, 因此 a 


k=0 








1 1 1 1 1 
， 乡 14d 十 一 十 一 十 一 十 一 一 十 一 -十 $ 4=1/2。 
如 ， 级 数 3 4 27 16 243 64 2187 "et, BUS 


他 对 级 数 发 散 情况 (A21). 下 的 证 明 是 相似 的 。 为 了 显示 根 检验 法 


wm pk) 
的 重要 性 ， 柯 西 应 用 它 确 定 我 们 现在 所 说 的 麦克 劳 林 级 数 > 








的 收 和 敛 半径 ， 而 从 那里 一 种 需 级 数 的 严格 理论 呼之欲出 了 。 
还 有 一 些 其 他 的 收敛 检验 法 分 散在 柯 西 的 选集 中 ， 例 如 比率 检验 法 
(归功 于 达 朗 贝尔 ) 和 柯 西 并 项 检验 法 。" 后面 一 种 检验 法 从 级 数 Yu 


k=0 





着 手 , Hepu >m >u, >- > 0 SERIENE, PENEN T I3 
与 “并 项 的 ” QUU S +… 同 时 收敛 或 者 同时 
发 散 。 在 这 种 情况 下 ， 对 一 些 项 的 子 集 选 择 的 革 些 倍数 告诉 我 们 全 部 需要 知 
道 的 原始 无 穷 级 数 的 特性 。 这 似乎 太 奇妙 了 ， 以 至 令 人 难以 置信 。 

在 结束 本 节 时 我 们 介绍 柯 西 成 就 中 一 个 不 太 知 名 的 收敛 检验 法 。 这 
个 检验 法 再 次 展示 他 在 这 个 主题 上 无 穷 的 魅力 。"” 


定理 wE Ya 是 一 个 正 项 级 数 ， EBORE m TEL 




















那么 级 数 收敛 。 
证 明 同根 检验 法 一 样 ， 柯 西 找 到 一 个 在 1 与 hn 之 间 的 “缓冲 区 ”， 
并 选择 其 间 的 一 个 实数 a (1<a<h ) 。 这 保证 存在 一 个 正 整 数 m， 使 得 


p ; In(u, ) uox 
x Fl HY 之 , k » Lh , TEE 
对 于 所 有 的 k 宇 m， 有 Ind/ k) >a。 由 此 ， 他 注意 到 




































































In(u,)  -In(u,) 
In(1/K) Ink 





， 所 以 alnk < 过] 
Ur 
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对 不 等 式 两 端 取 祖 ， 他 推导 出 e. BULLET BUR EE mE 


k 




















" eu 但 是 ， 由 于 a>1， > 二 (现在 称 为 p 级 数 ) 收敛 ， 所 以 由 比 
较 检验 法 可 知 原 级 数 u, 收敛 ， 

作为 一 个 例子 ， 考 察 级 数 六 TO, Job p>1。 柯 西 检验 法 要 求 我 
们 求 lim 了 由 9 天]， 注 进而 提示 我 们 首先 对 商 

k>» ]n(1/K) 

In[In(&)/ &"]  In[In(k)]- pln(k) — B In[In(&)] F 
Inl/k) .— -In(k) o In(k) 

进行 简化 。 根 据 洛 必 达 法 则 ， 加 | -On p>1， 由 柯 西 检验 





ame O 收敛 。 这 是 一 个 很 有 址 的 结果 。 





在 告别 奥古斯丁 。 路 易 * 柯 西 之 前 ， 我 们 要 略 表 歉 意 并 且 作 一 点 展 
望 。 我 们 致歉 是 因为 这 一 章 读 起 来 宛如 一 本 分 析 学 教科 书 的 概要 。 事 实 
上 ， 对 于 柯 西 的 影响 力 的 证 明 ， 莫 过 于 他 取得 的 那些 “最 大 的 成 果 ” 如 
今 成 为 分 析 学 这 门 学 科 的 核心 和 灵 瑰 。 依 据 极限 的 思想 ， 他 建立 了 初等 
实 分 析 ， 所 用 的 方法 人 们 至 今 还 在 效仿 。 正 如 Eric Temple Bell 作出 的 恰 
如 其 分 的 评论 ， 柯 西 处 于 舞台 的 中 央 ， 这 也 是 这 一 章 成 为 本 书 最 长 一 章 
的 原因 。 很 难 有 别 的 选择 。 

这 把 我 们 的 目光 引 向 未 来 。 所 有 这 些 赞赏 不 是 上 暗示 我 们 ， 柯 西 之 后 
探索 就 终止 了 。 至 少 在 三 个 前 沿 领域 尚 有 工作 有 待 完 成 。 这 便 是 接 下 来 
的 几 章 将 要 讨论 的 题材 。 

首先 ， 他 的 定义 可 以 用 更 一 般 的 形式 给 出 ， 而 他 的 证 明 可 以 按 更 严 
格 的 方式 进行 。 例 如 ， 积 分 的 一 个 圆满 的 定义 应 该 不 限于 对 连续 函数 ， 
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并 且 一 致 性 的 困扰 问题 必须 得 到 证 清和 解决 。 这 些 任 务 将 主要 沙 到 德国 
数学 家 格 奥 尔 格 。 弗 雷 德里 希 。 波恩 哈 德 。 歼 曼 和 卡尔 " 魏 尔 斯 特 拉 斯 
两 人 的 肩 上 。 在 一 定 的 意义 上 , 他 们 对 数学 的 精确 性 给 出 了 权威 的 诠释 。 

其 次 ， 柯 西 提出 的 关于 连续 性 、 可 微 性 和 可 积 性 更 具 理 论 意义 的 研 
究 方法 ， 激 励 着 那些 继续 寻找 这 儿 种 概念 之 间 的 内 在 联系 的 人 。 这 样 的 
联系 在 整个 19 世纪 将 使 数学 家 们 魂 牵 梦 绕 , 而 他 们 得 到 的 定理 和 反例 将 
会 带 来 大 量 的 惊奇 。 

最 后 ， 出 于 理解 实数 完备 性 的 需要 ， 提 出 了 关于 实数 根本 性 质 的 问 
题 。 这 些 问 题 的 答案 同 后 来 的 集合 论 的 结合 ， 将 要 改变 分 析 学 的 面貌 ， 
尽管 ， 活 跃 在 1840 年 前 后 的 数学 家 们 并 没有 意识 到 一 场 革 命 即 将 来 临 。 

但 是 ,任何 活跃 在 1840 年 前 后 的 数学 家 都 知道 柯 西关 于 这 个 方面 ， 
我 们 要 引用 数学 史 专 家 Carl Boyer 的 权威 性 评论 ， 他 在 其 微 积分 发 展 史 
研究 的 经 典 著作 中 写 道 :“ 柯 西 通过 [他 的 ] 研 究 成 果 ， 对 这 门 学 科 产生 的 
影响 超越 了 当今 任何 其 他 人 。”™ 

从 很 实际 的 意义 上 说 ， 所 有 后 来 的 人 都 算是 他 的 门徒 。 
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在 我 们 的 故事 叙述 到 这 里 的 时 候 , “函数 ”已 经 在 分 析 学 中 占据 了 举 
足 轻 重 的 位 置 。 乍 看 起 来 ， 它 像 是 一 个 简单 的 甚至 平淡 无 奇 的 概念 。 但 
是 ， 当 函数 大 家 族 或 衍 得 越 来 越 复杂 和 越 来 越 奇特 时 ， 数 学 家 们 意识 到 
他 们 只 不 过 抓 到 了 一 只 函数 概念 老虎 的 尾巴 。 

为 清楚 地 勾勒 这 一 演化 过 程 ， 我 们 简要 地 回顾 一 下 函数 的 起 源 。 正 
如 我 们 所 看 到 的 ， 像 牛顿 和 莱 布 尼 蒋 这 样 一 些 17 世纪 的 学 者 们 相信 , 他 
们 创立 的 新 学 科 的 原始 研究 材料 就 是 曲线 ， 这 个 来 自 于 几何 或 直观 方法 
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的 概念 将 会 被 后 来 的 分 析 学 家 们 握 弃 。 

在 很 大 程度 上 由 于 欧 拉 的 影响 , 人 们 的 注意 力 才 从 曲线 转移 到 函数 。 
这 一 观点 上 的 重大 转变 是 从 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 一 书 出 版 开始 的 ， 
书 中 把 实 分 析 学 定位 为 对 函数 及 其 特性 的 研究 。 

欧 拉 对 这 个 问题 的 论述 最 早出 现在 这 本 《 引 论 》 中 。 他 首先 区 分 了 
常量 (“始终 保持 同一 个 值 ”的 量 ) 和 变量 (“不 确定 的 或 通用 的 可 以 取 
任何 值 的 量 ") ， 然 后 提出 如 下 定义 : 变量 的 函数 是 由 变量 与 数值 或 常量 
以 任何 方式 构成 的 解析 表达 式 。™ 他 给 出 了 一 些 函数 例子 ， 像 a+3z ， 
QZ 十 bVa’ -22 LAN, 

这 些 思想 对 于 “曲线 ”来 说 是 一 种 巨大 的 进步 ， 并 且 代表 着 代数 方 
法 对 于 几何 方法 取得 的 成 功 。 然 而 ， 他 的 定义 需要 通过 解析 表达 式 来 界 
定 函数 ， 即 用 公式 表示 函数 。 这 样 一 种 界定 方式 使 数学 家 们 陷入 茶 些 稀 









































PAD 
奇 古 怪 的 困境 。 例 如 ， 图 7-1 所 示 的 函数 OR oo 曾 被 认为 是 不 


连续 的 ， 这 不 是 因为 它 的 图 形 跳 变 而 是 因为 它 的 公式 跳 变 。 自 然 ， 按 照 
现代 的 ( 即 柯 西 的 ) 定义 ， 这 个 国 数 是 完全 连续 的 。 更 糟糕 的 是 ， 像 柯 
西 所 说 的 那样 ， 我 们 还 可 以 把 这 个 函数 用 单一 的 公式 g(x) = Vx 表示 。 
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看 起 来 有 充足 的 理由 对 于 函数 究竟 是 什么 采用 某 种 更 加 开放 和 宽松 
的 观点 。 欧 拉 在 给 出 上 述 定 义 几 年 之 后 ， 朝 这 个 方向 迈 出 了 一 步 。 他 在 
1755 年 的 《微分 学 基础 》 这 本 教材 中 写 道 : 
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重要 的 是 要 注意 ， 欧 拉 这 一 次 没有 明确 提出 解析 表达 式 ， 尽 管 他 在 
函数 的 例子 中 再 次 给 出 像 》=x* 这样 大 家 熟悉 的 公式 。 

斗 转 星 移 ， 当 历史 从 18 世纪 进入 19 世纪 的 时 候 ， 函 数 重新 出 现在 
现实 世界 的 弦 振 动 和 热 扩 散 等 一 些 问 题 的 研究 中 。 这 个 故事 已 经 被 重复 
讲述 过 多 次 了 例如， 参见 [3] 和 [4]) ， 因 此 ， 我 们 在 这 里 仅 关 注 函 数 演 
义 中 的 关键 人 物 一 一 约 登 夫 " 傅 里 叶 。 他 开始 相信 定义 在 -4 和 a 之 间 的 
任何 函数 〈 无 论 它 代表 一 条 蓄 的 位 置 ， 还 是 一 根 杆 中 的 热 分 布 ， 甚 至 某 
种 完全 “任意 的 ”东西 ) 都 可 以 表示 成 我 们 现在 所 谓 的 传 里 叶 级 数 : 


1 z ; 
f(x)2—2a, DU cos. p, itm 
2 kzl a a 











其 中 系数 wa fb, 由 
1 


a, = 二 | fæ) cos P as 和 b=-| fosna (1) 
从 = a QATA a 


给 定 。 为 了 不 使 他 的 读者 对 这 种 表示 的 普遍 性 程度 产生 错觉 ， 傅 里 叶 解 
释 他 的 结果 适用 于 “一 个 完全 任意 的 函数 ， 也 就 是 说 ， 一 组 连续 的 已 知 
E, 不 论 它们 是 否 服从 某 个 共同 的 定律 "。 他 接着 将 函数 y= f(x) 的 值 描 
述 为 一 个 接 一 个 的 值 ， 它 们 “以 任何 可 能 的 方式 出 现 ， 并 且 其 中 的 每 个 
值 如 同一 个 单一 的 量 给 出 ”。 站 

这 个 解释 扩展 了 “已 故 欧 拉 ” 对 于 函数 的 见解 ， 函 数 可 以 在 定义 域 
的 任何 点 上 随意 取 值 。 在 另 一 方面 ， 并 不 清楚 式 (1) 中 的 公式 是 否 总 是 
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成 立 。 系 数 w 和 2b 为 积分 式 , 但 是 ， 我们 怎么 知道 这 些 积分 对 一 般 函 数 
都 是 有 意义 的 ? 傅 里 叶 在 这 里 至 少 隐 讳 地 提出 了 定 积分 的 存在 问题 ,或 
者 按 现 代 的 术语 ， 函 数 是 否 可 积 的 问题 。 

如 前 所 述 ， 傅 里 叶 错 误 地 夸大 了 他 的 例子 ， 因 为 不 是 所 有 函数 都 可 
以 表示 成 传 里 叶 级 数 ， 也 不 是 所 有 函数 都 可 以 按 式 (1) 的 需求 积分 。 此 
外 ， 他 同 以 前 的 欧 拉 一 样 ， 实 际 上 把 自己 限制 在 一 些 很 常规 的 和 具备 良 
好 特性 的 函数 的 例子 上 。 若 是 要 理解 一 个 真正 “任意 的 ”函数 的 概念 ， 
那么 必须 有 人 给 出 一 个 这 样 的 函数 。 











A se E ER 
此 人 就 是 彼得 。 古 斯 塔 赤 。 勒 热 纳 。 狄 利克 雷 (1805—1859) ， 他 是 





一 位 才华 模 溢 的 数学 家 ， 曾 在 德国 师 从 高 斯 ， 在 法 国 向 传 里 叶 学 习 。 狐 
利克 雷 在 其 一 生 中 对 数学 的 很 多 分 支 作出 过 贡献 ， 从 数论 到 分 析 ， 再 到 
这 两 门 学 科 的 奇妙 结合 一 一 我 们 可 以 把 它 恰如其分 地 称 为 解析 数论 。 

这 里 我 们 仅 考察 狄 利克 雷 1829 年 的 论文 “ 论 三 角 级 数 的 收敛 性 ,这 
种 级 数 表示 一 个 介 于 已 知 界限 之 间 的 任意 函数 ”中 的 一 部 分 。 四 在 这 篇 
论文 中 ,他 讨论 了 函数 的 可 表示 性 问题 ， 用 像 式 (1) 那样 的 一 个 傅 里 叶 
级 数 表示 函数 ， 以 及 其 中 隐 含 的 决定 系数 的 那些 积分 是 否 存在 的 问题 。 

回忆 一 下 ， 柯 西 是 对 于 定义 在 区 间 [c。B] 上 的 连续 函数 定义 他 的 积 
分 的 。 用 我 们 现在 所 谓 的 “反常 积分 ”, 柯 西 将 其 思想 扩展 到 在 区 间 [w, A] 
上 具有 有 限 个 不 连续 点 的 函数 。 例 如 ， 若 函数 了 在 区 间 [Q, 8] 内 除了 一 
个 点 上 外 连续 (如 图 7-2 所 示 ) ， 那 么 柯 西 将 积分 定义 为 


f fear e f] fonde [^ fad = lim f fadet lim f rx 



































其 中 假设 所 有 的 极限 存在 。 如 果 f Enr DER, RITE 
积分 类 似 地 定义 为 
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[ fad = ft food [^ rende [^ ronds 


y=f(x) 


a R 


I 
1 
1 
1 
1 
l 
1 
1 
1 
1 
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一 | 一 一 -一 上 一 


a f 





图 72 


然而 ， 如 果 函 数 在 区 间 [&, B] 上 具有 无 限 多 不 连续 点 ， 柯 西 积 分 就 
不 适用 了 。 狄 利克 雷 提出 可 以 用 一 种 新 的 包容 性 更 强 的 积分 理论 来 处 理 
此 类 函数 ， 这 种 理论 同 “ 无 穷 小 量 分 析 的 基本 原理 ”相关 。 他 从 来 没有 
在 这 个 方面 提出 过 什么 思想 ， 也 从 来 没有 指出 过 如 何 对 高 度 不 连续 的 函 
数 积 分 。 但 是 ， 他 给 出 了 一 个 说 明 这 种 情况 存在 的 例子 。 

他 写 道 “假定 当 自 变量 x 取 有 理 数 时 ， 函 数 0() 等 于 一 个 确定 的 
常数 c， 当 自 变量 x 取 无 理 数 时 ， 函 数 G(x) 等 于 另 一 个 确定 的 常数 d。” 
中 这 就 是 我 们 现在 所 说 的 狄 利克 雷 函 数 ， 它 可 简单 地 表示 成 

c, x 为 有 理 数 
Ce x 为 无 理 数 vi 

根据 傅 里 叶 的 定义 ， 乡 当然 是 一 个 国 数 : 对 于 每 一 个 x 都 存在 一 个 
对 应 的 y， 虽 然 这 种 对 应 不 是 来 自 ( 显 式 的 ) 解析 公式 。 但 是 ， 由 于 在 
数 轴 上 无 理 数 与 有 理 数 完全 摊 合 在 一 起 一 一 在 任意 两 个 有 理 数 之 间 必 然 
存在 一 个 无 理 数 ， 反 之 亦 然 一 一 所 以 ， 不 可 能 画 出 这 个 函数 的 图 形 来 。 
因此 当 我 们 从 任何 区 间 上 移动 时 ， 不 论 这 个 区 间 多 么 小 ， 乡 的 图 形 总 
在 < 和 4 之 间 无 限 地 来 回 跳 变 。 这 样 的 情况 是 不 能 画 出 图 形 的 ， 甚 至 是 
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无 法 想象 的 。 

更 糟糕 的 是 ， 乡 根本 不 存在 连续 的 点 。 这 同样 是 由 于 有 理 数 和 无 理 
数 的 混杂 造成 的 。 回 忆 一 下 , PN lim [óGo2) 000] = 0 定义 人 在 一 点 
+ 连续 。 当 i 向 0 移动 时 , 它 穿越 无 限 多 有 理 数 点 和 无 理 数 点 。 因 此 , 0(x+i) 
急剧 地 来 回 跳 变 ， 所 以 论 及 的 极限 不 仅 不 等 于 零 ， 甚 至 也 不 存在 。 由 于 
对 于 任意 的 x 都 是 这 种 情况 ， 所 以 这 个 函数 没有 连续 的 点 。 

这 个 例子 的 意义 是 双重 的 。 首 先 ， 它 表明 傅 里 叶 的 任意 函数 的 思想 
已 经 成 为 处 理 它 的 有 效 方法 。 在 狄 利克 雷 之 前 ， 即 使 是 那些 支持 更 普通 
的 函数 概念 的 人 ， 按 照 数学 史家 Thomas Hawkins 的 说 法 ,“ 也 没有 认真 
理解 这 种 思想 的 含义 "。 四 对 比 之 下 ， 狄 利克 雷 指 出 函数 范围 比 任何 人 想 
象 的 都 更 为 广阔 。 其 次 ， 他 的 例子 显示 了 柯 西方 法 对 积分 的 不 足 之 处 。 
也 许 ， 应 该 重建 积分 的 定义 ， 以 免 将 数学 家 们 仅仅 局 限于 对 连续 函数 的 
积分 或 者 对 只 有 有 限 多 个 不 连续 点 的 函数 的 积分 。 

正 是 狄 利克 雷 的 优秀 学 生 ， 有 着 长 长 名 字 的 格 奥 尔 格 ， 弗 雷 德里 
希 ， 波恩 哈 德 ， 黎 曼 (1826—1866) 接受 了 这 个 挑 成 。 黎 曼 试图 找到 不 
需要 预先 假设 函数 必须 如 何 连续 就 定义 积分 的 途径 。 使 可 积 性 同 连续 性 
分 离 是 一 种 大 胆 的 、 极 有 创见 的 思想 。 


E57 E 



































黎 曼 在 1854 年 为 获得 德国 大 学 的 教授 职位 而 写 的 “大 学 执教 资格 讲 
演 ” 这 篇 高 水 平 的 学 术 论 文中 ， 把 这 个 问题 简单 地 陈述 为 :“ 如 何 理 解 
六 /GOdx ? ”四 他 假定 函数 /在 闲 区 间 [w 妇 是 有 界 的 ， 由 此 提出 他 的 答 
案 。 

首先 ， 他 在 区 间 [a,5] 内 取 任 意 一 系列 值 a <x «x, «x, «b. 
这 样 一 个 细 分 现在 称 之 为 划分 。 他 把 得 到 的 子 区 间 的 长 度 用 6 =x 7a, 
ó,-x,-x,Ó,-2x,—X,,", 0, =b 一 x 表示。 下 一 步 , RARE 6I S 
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2 为 0 和 1 之 间 的 一 系列 值 ， 这 样 ， 对 每 一 个 & ， 数 zi+ektou 位 于 
Xpat- Â 2 x, | lx, FL ó, 2x, tQ 7x) Tx ZH. fíAJERUL 
x, 46,0, 落 在 子 区 间 [xi_i,xi |] 内 。 然 后， 他 引入 
S 2 ó f (a* £0) +ó, f (x, * £,0,) +e f (x, * £&,0,) 
Tec f(x, +E,ð,) 


n^n 





读者 会 认 出 这 正 是 我 们 现在 (恰当 地 ) 所 称 的 黎 曼 和 。 如 图 7-3 所 示 ， 
它 是 不 同 子 区 间 上 的 所 有 和 抑 形 面积 的 总 和 ， 其 中 第 个 和 抱 形 的 底 为 0. , 
高 为 FG *£,0,) o 







f(Xk-1 + Ekôk) 


a xi X2 Xk-1 Xk1 +Ekôk Xk Xni b 
p] 
ôk 
图 73 





至 此 ， 黎 曼 就 给 出 他 的 关键 定义 : 


0000000000000000000&0e00 500 
0 4 0000 
b 一 b 

f Ld D | food 
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这 是 黎 曼 积分 的 首次 出 现 ， 而 现在 在 任何 微 积 分 学 教程 中 ， 甚 至 在 
任何 实 分 析 引 论 中 ， 它 都 占据 着 突出 的 位 置 。 很 明显 ， 这 个 定义 没有 对 
连续 性 作 任何 假设 。 与 柯 西 不 同 ， 对 黎 曼 来 说 ， 连 续 性 并 不 成 为 一 个 问 
题 。 

回 到 国 数 f£ FIRJ ax, «x, « «x, «b, RELA D TEUER 
1E a lx, 之 间 的 “最 大 振幅 ”。 用 他 的 话说 ，D, 是 “在 这 个 区 间 内 函数 f 
的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 "。 同 样 ，D,, D, co, D, 是 函数 了 在 子 区 间 
[x x]. DS x]. s Doa 5] 上 的 最 大 振幅 ， 同 时 他 令 DD 为 函数 了 在 整 
MEN [a,b] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 。 显然 D, 三 D ， 因 为 函数 ET 
区 间 上 的 振幅 不 可 能 超过 它 在 整个 区 间 [a, b] 上 的 振幅 。 

现代 数学 家 也 许 会 更 谨慎 地 定义 这 些 振幅 。 由 于 假设 函数 是 有 界 
的 ,我 们 从 极端 重要 的 实数 完备 性 性 质 可 知 实数 集 {f(x)|xe [zx x ]] Fel 
时 具有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 然 后 令 D, 为 这 两 者 之 间 的 差 。 然而 , 在 19 
世纪 中 叶 ， 这 个 方法 并 不 可 行 ， 因 为 最 小 上 界 和 最 大 下 界 一 一 我 们 现在 
分 别称 为 上 确 界 和 下 确 界 一 一 的 概念 尚未 确立 ， 即 使 已 经 发 现 它们 ， 也 
只 不 过 停留 在 模糊 的 几何 直觉 上 。 

虽然 如 此 ， 歼 曼 引 入 了 新 的 和 

R-óD *ó,D,*Ó,D,*--*Ó,D, (3) 
如 图 7-4 所 示 ,R 是 函数 在 每 个 子 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 所 确定 的 
阴影 区 域 的 面积 。 

下 一 步 ， 他 令 dg > 0 为 一 个 正 数 ， 并 且 考 察 区 间 [w b] 上 所 有 满足 
max[Ó, à, à, … 0,} x d 的 划分 。 就 是 说 ， 他 考察 那些 最 宽 子 区 间 的 
长 度 为 4 或 者 小 于 4d 的 划分 。 回 到 现代 术语 ， 我 们 把 一 个 划分 的 范 数 定义 
为 划分 的 最 大 子 区 间 的 宽度 ， 所 以 ， 歼 曼 在 这 里 考察 范 数 小 于 或 等 于 4 的 
所 有 划分 。 然 后 ， 他 引入 A =A(q) 为 式 (3) 中 范 数 小 于 或 等 于 4 的 划分 
产生 的 所 有 和 的 “最 大 值 "。( 今 天 ， 我 们 会 定义 A(q) 为 一 个 上 确 界 。) 
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图 7-4 


对 黎 曼 来 说 ， 显 然 ， 当 且 仅 当 limA(d) =0 时 ， 积 分 | food tete. 
在 几何 学 上 , 这 意味 着 当 我 们 越 来 越 细 分 区 间 [o 可 时 ,图 7-4 中 的 最 大 
阴影 区 域 的 面积 将 减 小 到 零 。 

然后 ,他 提出 了 关键 问题 :“ 在 何 种 情况 下 国 数 可 以 积分 , 在 何 种 情 
况 下 国 数 不 能 积分 ? ” 同 以 前 一 样 ， 他 轻而易举 地 给 出 了 答案 一 一 这 就 
是 我 们 现在 所 说 的 黎 曼 可 积 性 条 件 一 一 虽然 使 用 的 记号 显得 颇 为 累 准 。 
由 于 这 些 思想 在 分 析 学 的 历史 中 占有 重要 地 位 ， 我 们 再 略 作 讨论 。 

首先 ,他 令 a > 0 为 一 个 正 数 。 对 于 一 给 定 的 划分 ,他 在 子 区 间 中 考 
察 函 数 振幅 大 于 e 的 那些 子 区 间 。 为 了 说 明 , 我 们 参考 图 7-5, 其 中 显示 
出 函数 、 它 的 带 阴影 的 那些 矩形 以 及 位 于 左 侧 的 一 个 o 值 。 比 较 o 和 各 
个 矩形 的 高 ， 看 出 只 有 两 个 子 区 间 [x, x] mx, x | 的 振幅 超过 co 。 我 
们 把 这 两 个 子 区 间 称 为 “A 型 ” 子 区 间 ， 把 其 他 振幅 小 于 或 等 于 o 的 子 
区 间 称 为 “B 型 ” 子 区 间 。 在 图 7-5 中 ，B 型 子 区 间 为 [a, x]. [x x]; 
bs; x] 和 [x;, b] è 
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y -f(x) 


图 7-5 





作为 最 后 一 个 约定 ， 黎 曼 令 8 = s(C) 为 对 于 给 定 o 的 所 有 A 型 子 区 
间 的 总 长 度 ， 即 (0)= 对 。 对 我 们 的 例子 来 说 ，x(O)= Qs cx 
Cs 72,) 。 以 这 个 表示 法 作 后 盾 ， 黎 曼 很 容易 证 明 有 界 函 数 在 [o, b] 上 可 
积 的 一 个 充分 必要 条 件 。 

黎 曼 可 积 性 条 件 [fon 
o>00ADO0D0000000d 000000000 

显然 ， 到 这 一 步 还 有 很 长 的 路 程 。 就 是 说 ， 这 表明 / 为 可 积 的 充分 
必要 条 件 是 : 对 于 无 论 怎样 小 的 c ， 我 们 可 以 找到 这 样 一 个 范 数 ， 对 于 
[a, 5b] 上 具有 同样 小 或 更 小 范 数 的 所 有 划分 来 说 ， 函 数 振幅 大 于 o 的 子 
区 间 的 总 长 度 是 微不足道 的 。 我 们 分 别 考查 黎 曼 条 件 的 必要 性 和 充分 性 
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的 证 明 。 
必要 性 | far o>0 lims(o) =0 
证 明 d 3 
R-ÓD,*Ó,D,* D, *--*Ó,D, RZYÓD, 
A 型 
A A 
f o A 
SCO) 






















































































RZYÓD,2Yó0-2o0:Y6,-20:s(0) 


A 型 A 型 A 型 
A(d) d 
R = ôD, *ó,D,*ó,D,*---*Ó,D, X A(d) 


n-n 
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c 
ossos j 
f d 0 
A(d) => 0 c Bux o0 4 d 
s(c) 
















































































这 正 是 黎 曼 寻求 的 结论 : 函数 振幅 大 于 o 的 子 区 间 的 总 长 度 s(o) 的 
值 ， 正 如 他 写 出 的 那样 ， 可 以 达到 “ 同 4 的 相应 值 那样 的 任意 小 ” 

















































































































































































































成 功 的 一 半 。 下 面 要 证 明 反 过 来 的 结论 。 
充分 性 o>0 lims(o) - 0| [Lf eod 
证 明 o>0 
R = ôD, + ô,D, + 8D, +--+ 8,D, = Y 6D, +} 6D, (5) 


A 型 B 型 
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这 个 复杂 的 论证 过 程 原封 不 动 地 取 自 歼 曼 1854 年 的 论文 。 虽 然 符号 


显得 复杂 ， 而 基本 思想 却 很 简单 :为 了 使 一 个 函数 具有 歼 曼 积分 ， 它 的 
振幅 必须 受到 限制 。 跳 变 过 于 频繁 过 于 剧烈 的 函数 是 不 可 积 的 。 按 照 儿 








何 的 观点 ， 在 这 样 一 种 函数 图 形 的 下 方 看 起 来 没有 可 以 定义 的 面积 


黎 曼 可 积 性 条 件 是 证 明 有 界 函 数 是 否 可 积 的 方便 工具 。 再 回 过 头 来 
考察 式 (2) 的 狄 利克 雷 函数 。 为 明确 起 见 ， 我 们 取 c=1 和 4 =0， 并 将 


我 们 的 注意 力 集中 在 单位 区 间 [0, 1] E FÆ, RTA 


1, x 为 有 理 数 
0, x 为 无 理 数 
问题 在 于 ， 根 据 黎 曼 的 定义 ， 积 分 | ,9(x)dx 是 否 存在 。 

正如 我 们 所 看 到 的 那样 ， 可 积 性 条 件 将 这 个 问题 转换 成 涉及 函数 振 
幅 的 问题 。 假 设 c = 1/2 ， 考 察 任意 划分 0<% x <…<x <1 和 所 产 
生 的 任意 一 个 子 区 间 [x% ,xi] 。 由 于 不 管 这 个 子 区 间 多 么 狭窄 ， 总 会 
含 无 限 多 有 理 数 和 无 限 多 无 理 数 ， 所 以 9 在 区 间 [r xx] 上 的 振幅 为 
1-0=1>1/2=a 。 由 此 可 知 ， 划 分 的 每 一 个 子 区 间 都 属于 A 型 子 区 间 。 
BibAsQ/2) 2 Y, =1，, 为 区 间 [0, ]] 的 总 长 度 。 简 而 言 之 , 对 于 [0, 1] 的 

A 型 
































$Q)- | 








任何 划分 ,都 有 s(1/2)=1。 

为 使 6 是 可 积 的 黎 曼 条 件 要 求 ，s(1/2)= 玉 56, 可 以 通过 选择 区 间 

A 型 

[0, ]] 的 适当 划分 而 达到 我 们 希望 的 那样 小 。 但 是 ， 正 如 我 们 所 看 到 的 ， 
无 论 怎样 拼 凌 划分 ，s(L/2) 的 值 都 等 于 1。 因 此 ,我 们 确实 无 法 令 其 小 于 
某 个 数 ， 例 如 0.01。 由 于 不 满足 可 积 性 条 件 ， 这 个 函数 是 不 可 积 的 。 按 
照 黎 曼 的 说 法 ，| ,VW)dx 没有 意义 。 

在 直观 上 ， 狄 利克 雷 函数 是 如 此 彻底 地 不 连续 ， 以 至 是 不 可 积 的。 
这 个 现象 提出 了 一 个 基本 问题 : 按照 黎 曼 积分 的 定义 ， 一 个 函数 不 连续 
到 何 种 程度 依然 是 可 积 的 ? 虽然 这 个 谜团 直到 20 世纪 才 解 开 , 但 是 黎 曼 
本 人 给 出 了 一 个 函数 ， 提 供 可 望 解决 这 个 问题 的 一 个 证 据 。 

黎 曼 病态 函数 

正如 我 们 指出 的 那样 ， 黎 曼 没有 事先 给 出 关于 连续 性 的 任何 假设 ， 
因此 暗示 着 某 些 异常 奇特 的 函数 一 一 如 他 提 到 的 ， 那些“ 常常 无 限 不 连 
续 ” 的 函数 一 一 也 许 是 可 积 的 。“ 由 于 这 样 的 函数 尚未 被 人 们 研究 过 ,” 
他 写 道 ,，“ 最 好 是 提供 一 个 特定 的 例子 。” n 
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首先 ， 他 令 (x)=x-n， 其 中 n 是 最 接近 x 的 整数 。 因 此 ， 
(1.2)=(-1.8)=0.2 , f (1.7) 2 (71.3) =-0.3。 如 果 x 位 于 两 个 整数 的 中 间 ， 
像 4.5 或 -0.3， 那 么 他 置 0) =0 ER y — GO 的 图 形 显示 在 图 7-6 中 。 
很 明显 ， 函 数 在 每 个 x= +m /2 处 具有 一 个 长 度 为 1 的 跳 变 不 连续 性 ， 其 
mom AES BAS. 














图 7-6 





黎 曼 接着 考察 了 ) = (2x) ， 这 个 函数 在 水 平方 向 上 将 图 7-6 的 图 形 
“压缩 "， 产 生 图 7-7 的 图 形 。 这 时 长 度 为 1 的 跳 变 出 现在 x=+tm/4 处 ， 
其 中 以 是 奇 自然 数 。 

这 个 压缩 过 程 用 函数 y= (3x) ，y = (4x) 等 继续 进行 下 去 ,直至 歼 曼 
将 这 些 函数 组 合成 一 个 有 趣 的 函数 : 


LG), Q0, G0, (42, v. 00 
1 4 9 16 mi k 

















f(x) 








图 7-7 


为 了 获得 对 函数 f 的 某 种 感性 认识 ， 我 们 在 图 7-8 中 画 出 了 它 在 区 


入 了 人 AANA BD (2 BD, (4x) | Gx) | (6x) 
间 [0, 1 上 的 第 7 个 部 分 和 的 图 形 , 即 p uet s 十 ds 十 十 


+C 的 图 形 。 即 使 在 这 一 步 , 也 显现 出 函数 / 的 不 连续 性 在 迅速 累积 。 





























我 们 注意 到 ， 对 所 有 的 x>， 有 |(ko| 和 了 ， 所 以 ， 通 过 用 六 二 的 比较 检 
验 法 ， 可 知 这 个 无 穷 级 数 处 处 收敛 。 黎 曼 在 没有 给 出 完整 证 明 的 情况 下 
断言 ， 函 数 / 在 每 个 单独 的 函数 y= (ko 为 连续 的 点 是 连续 的 ， 这 包括 
所 有 的 无 理 数 。 但 是 ， 他 也 同时 断言 ， 如 果 x= 二 ， 其 中 和 是 互 素 











1 1 1 1 1 
JELE Z pA 2 个 ur i2 
的 整数 ， 那 么 函数 f 在 x 有 AO EIEE ) 


= 的 跳 变 。( 这 里 我 们 已 经 利用 第 4 章 中 欧 拉 的 结果 对 级 数 求 和 。) 
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图 7-8 





这 样 ， 歼 曼 图 BAERS, a f qas 这 样 的 点 处 具有 不 连续 XE. 在 


任意 两 个 实数 之 间 存 在 无 限 多 这 种 点 ， 所 以 ， 他 的 函数 在 任何 有 限 区 
间 内 上 共有 无 限 多 不 连续 的 点 。 这 对 于 任何 人 的 标准 来 说 都 是 “高 度 不 连 
续 的 ”。 

然而 ， 令 人 惊异 的 是 | /Codr 存在 。 黎 曼 借 助 于 上 面 的 可 积 性 条 件 
证 明了 这 一 点 。 bd M ME 不 过 为 了 简化 讨论 , 我 们 指 
Zoi. 我 们 必须 找 出 函 数 振幅 超出 地 的 那些 点 ， 而 这 种 点 是 形 如 


x= 一 元 的 有 理 数 。 但 是 在 这 种 点 的 跳 变 幅度 是 ， 所 以 ， 我 们 仅 需 考 


虑 不 等 sl. 由 此 推出 < 了 Vi0 ~ 4.967 ， 并 且 由 于 7 为 正 整数 ， 





所 以 ， 唯 一 的 选择 是 n-l, 2, 3 或 4。 注 意 到 m 和 n 没有 公 因 子 和 
0 科 坟 所 1， 我 们 推断 仅 有 有 限 个 这 样 的 候选 点 。 在 这 种 情况 下 ， 函 数 


w 
— 
UA 
N 





- 1 ] 1] 1. | 
| J 振幅 X: JAA: , , , , , , , , 
FER iA] [0,1] Podés 7 的 zo im 
Y $T 
qug 
由 于 仅 需 处 理 有 限 个 点 , 我 们 可 以 建立 区 间 [0, ]] 的 一 个 划分 ,将 这 
些 点 中 的 每 一 个 都 置 于 一 个 非常 狭窄 的 子 区 间 内 ， 其 总 长 度 可 以 达到 任 


意 小 。 例 如 ， 为 使 得 包含 上 述 11 个 点 的 子 区 间 的 总 长 度 小 于 0100, 我 
们 可 以 从 
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台 划 分 ， 将 不 连续 点 x= 总 9,710000 
FARD, WERTERA BC CIE A oL -0005 




















Uu T 的 子 区 间 内 。 如 果 我 们 把 对 于 o = = 的 每 个 A 型 点 都 嵌入 同等 








EZH : T ;J- 1 1 
狭 罕 的 子 区 间 中 ， 那 么 s 11x Po Sung? 


这 里 关键 问题 在 于 振幅 超过 给 定 a 的 点 为 有 限 个 。 歼 曼 将 这 种 情况 
“在 所 有 不 包含 这 些 跳 变 点 的 子 区 间 内 ， 函 数 的 振幅 小 于 o ， 
并 且 …… n A 

a ! 性 条 件 的 函数 ， 这 个 函数 在 任意 区 间 
m 21i. ia E 
态 函 数 ， 其 中 的 形容 词 在 某 种 意义 下 带 有 “不 正常 的 ”内 涵 。 

自然 , 歼 曼 没有 回答 如 下 问题 :“ 可 积 函 数 可 以 不 连续 到 何 种 程度 ?” 
但 是 他 证 明了 可 积 函 数 可 以 极度 地 不 连续 。 对 于 那些 嘲笑 这 个 与 黎 曼 一 样 
怪异 的 例子 并 没有 实际 用 处 的 批评 家 ， 黎 曼 提 出 了 具有 说 服 力 的 反 驶 : 
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“这 个 主题 与 无 穷 小 分 析 原 理 有 最 紧密 的 联系 ， 并 且 有 助 于 使 这 些 原 理 更 
为 清晰 和 精确 。 在 这 一 点 上 , 这 个 主题 具有 直接 的 意义 。”'“ 黎 曼 病态 函数 
恰好 具有 这 个 作用 ， 纵 然 这 是 对 数学 家 们 的 直觉 的 一 次 打击 。 正 如 我 们 将 
要 看 到 的 ， 更 多 足以 拱 毁 直觉 的 例证 会 出 现在 19 世纪 的 分 析 学 家 们 面前 。 


黎 曼 重 排 定理 


母 良 置 疑 ， 黎 曼 正 是 因为 他 的 积分 理论 而 闻名 于 世 的 。 不 过 ， 我 们 
要 以 分 析 学 中 同 黎 曼 有 关 的 另 一 个 主题 来 结束 本 章 ， 虽 然 黎 曼 得 到 的 这 
个 结果 不 如 想象 中 的 那么 重要 ， 但 是 初次 接触 的 人 对 其 结果 必定 会 惊奇 
ds 

我 们 从 回忆 第 2 章 的 菜 布 尼 获 级 数 即 级 数 1- 工 + 工 -二 + 工 -… 开始 。 

















假定 我 们 按照 下 述 方式 重新 排列 这 个 级 数 中 的 项 : 把 第 一 个 负 值 项 排 在 
前 面 两 个 正 值 项 的 后 面 ; 把 第 二 个 负 值 项 排 在 随后 两 个 正 数值 项 的 后 面 ; 
依 此 类 推 。 在 进行 三 项 一 组 的 重 排 分 组 后 ， 我 们 得 到 


] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
[t-iite (9) 
5 3 9 13 7 17 21 1l 25 29 15 
稍 加 思索 就 会 发 现 ， 圆 括号 内 的 表达 式 可 以 表示 为 


E E E E 
8k-7 8k-3 4k-l 


24k -11 
} 可 以 组 合成 
并 且 可 以 组 合成 (8k—7)(8k—3)(4k—1)° 


由 于 之 1， 所 以 最 后 这 个 分 数 的 分 子 和 分 母 都 是 正 数 ， 于 是 , 式 (9) 
中 每 一 个 三 项 分 组 都 是 正 值 。 由 此 我 们 可 以 得 出 关于 重 排 级 数 的 下 述 结果 : 
(sx Hs e mn 
5 3 9 13 7 17 21 11 25 29 15 


1 I 1 
>(141-1]+0+0+0+04-:= S =0.8666-- 
5. 3 15 











一 方面 ， 莱 布 尼 获 证 明了 原来 的 级 数 1-3 了 + 了 了 +-…= 工 > 


0.785 4 。 我 们 得 到 了 不 可 避免 的 结论 : 重 排 的 级 数 的 和 大 于 0.8666, 不 
能 收敛 于 原来 的 级 数 的 相同 值 。 我 们 通过 变更 级 数 中 项 的 位 置 而 不 改变 
其 项 值 就 改变 了 级 数 的 和 。 这 看 起 来 是 非常 离奇 的 。 

事实 上 ， 它 的 后 果 更 为 严重 ， 因 为 黎 曼 证 明了 莱 布 尼 茨 级 数 竟 然 可 
以 重 排 成 收敛 于 任何 数值 的 级 数 | 

通过 引进 某 些 术语 和 几 个 著名 的 定理 可 以 加 速 他 的 推理 过 程 。 如 我 
们 见 过 的 那样 , 正 是 柯 西 说 明了 无 穷 2 XX 义 。 当然 , 一 个 























一 般 的 级 数 可 能 同时 包含 正 值 项 和 负 值 项 ， 这 就 提示 我 们 忽略 项 的 符号 
而 考 赛 2 a] 。 如 果 后 面 这 个 级 数 收 分 ， 我 们 就 说 >w BNS, R 


k=1 


Yu 收 全 但 是 Dopa | 不 收 策 ， 就 说 原来 的 级 数 条 件 收敛。 








作为 一 个 例子 ,我们 回 到 莱 布 尼 获 原来 的 级 数 。 这 个 级 数 的 和 为 二 ， 
但 是 它 的 绝对 值 的 级 数 发 散 ， 因 为 








1 
3 5 
其 中 我 们 看 出 括号 内 是 发 散 的 调和 级 数 。 这 意味 着 莱 布 尼 医 级 数 是 条 件 
收敛 级 数 。 
习惯 上 , 在 处 理 混 合 符号 的 级 数 时 分 别 考 虑 正 值 项 和 人 负 值 项 的 级 数 。 
治 用 黎 曼 的 记号 ， 我 们 将 级 数 写 成 (@ +a, +a, au) Cb; - b, -b, 
-Db 一 …) 的 形式 ， 其 中 所 有 a, 和 bb 都 是 非 负 的 项 。 歼 曼 知 道 ， 如 果 原 来 


的 级 数 绝对 收敛 ， 那 么 两 个 级 数 Ya, MY b, 都 收 化 ， 如 果 原 来 的 级 数 
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发 散 ， 那 么 两 个 级 数 a, MY b, 之 一 发 散 至 无 穷 大 ， 如 果 原 来 的 级 数 
条 件 收敛 ， 那 么 两 个 级 数 a, RO Y b, 都 发 散 至 无 穷 大 。 


正 是 狄 利克 雷 证 明了 一 个 绝对 收敛 级 数 的 任何 重 排 必定 收敛 于 原来 
级 数 的 同一 个 和 。! 对 于 绝对 收敛 级 数 ， 重 排 它 的 项 不 会 对 和 产生 任何 
影响 。 

但 是 对 于 条 件 收 和 敛 级 数 ， 我 们 得 到 了 过 然 不 同 的 结果 : 如 果 一 个 级 
数 条 件 收敛 ， 那 么 可 以 把 它 重 排 为 收 和 你 于 我 们 希望 的 任意 值 。 用 某 种 押 
头 韵 的 表达 方式 我 们 可 以 把 这 个 结果 称 为 “ 黎 曼 惊人 的 重 排 结 果 ””。 下 
面 介绍 他 的 证 明 的 思想 。 

令 C 为 一 个 国定 数 一 一 可 以 说 我 们 的 “靶子 ”一 一 歼 曼 于 是 这 样 开 
始 :“ 以 交替 的 方式 ,首先 取 级 数 足够 多 的 正 值 项 使 其 和 超过 C， 然 后 取 
足够 多 的 负 值 项 使 总 和 小 于 C” O 为 了 看 清 得 到 了 什么 ， 我 们 规定 C 
为 正 数 。 从 正 值 项 开始 ， 我 们 求 出 使 4 +a, taa, >C 的 最 小 m。 


由 于 ra, 发 散 至 无 穷 大 ,这 样 一 个 下 标 值 必 定 是 存在 的 。 下 一 步 考虑 负 















































值 项 ， 并 且 选 择 使 4 ta, +a, tta, -b b ob, <C 的 最 小 n。 同 
样 ， 由 于 发 散 级 数 > b, 最 终 必定 超过 (4 +a ay a,)- C ， 我 们 知 
道 存在 这 样 一 个 下 标 值 。 但 是 a+ q+ s+…+a b ob b, EEK 
级 数 的 项 的 重 排 其 和 与 C 的 差 不 超 过 b, 。 然 后 重复 这 一 过 程 ， 加 上 某 
些 w ， 再 减 去 菜 些 b ， 使 得 这 些 重 排 后 的 项 之 和 与 C 的 差 小 于 某 个 b, 。 
由 于 原来 级 数 收 化 ， 可 知 它 的 通 项 趋 近 零 ， 所 以 也 有 limb, =0 。 同 前 面 
的 断言 一 样 ， 用 这 种 交替 方案 进行 的 重 排 级 数 将 收敛 于 C。 太 奇妙 了 ! 























© 指 Riemann’s Remarkable Rearrangement Result (“ 黎 曼 惊 人 的 重 排 结果 ”) 一 语 中 ， 
第 一 个 音节 的 辅音 字母 都 是 R。 译 者 注 
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为 了 说 明 起 见 ， 假 定 我 们 寻找 莱 布 尼 获 级 数 的 一 个 重 排 使 之 收 化 于 
110 。 我 们 从 找 出 足够 多 的 正 值 项 使 其 和 超过 1.10 开始 ， 
1+=12 >1.10 。 接 着 我 们 减 去 一 个 负 值 项 ， 使 其 差 小 于 1.10: 





(713)-3=08666.<110 
5j 3 


然后 我 们 再 加 上 某 些 正 值 项 使 其 和 超过 1.10， 接 着 再 减 去 某 些 负 值 项 使 
其 差 小 于 1.10， 依 此 类 推 。 用 这 种 方法 ， 重 排 后 收 你 于 1.10 的 莱 布 尼 茨 
级 数 将 从 下 面 的 项 开始 : 

(i)i ba -+ 二! 去 + ba :]- Mors 

5) 3 (9 13 17) 7 (21 25 29 33) MH 

又 然 一 看 ， 歼 曼 的 证 明 过 程 似乎 是 不 言 而 喻 的 。 虽 然 如 此 ， 他 的 级 数 重 
排 定理 以 引 人 注 目的 形式 证 明了 无 穷 级 数 求 和 是 一 个 微妙 的 问题 。 通 过 
简单 地 重新 排列 级 数 中 的 项 ， 我 们 可 以 戏剧 性 地 改变 答案 。 正 如 前 面 看 
到 的 那样 ， 无 穷 过 程 的 研究 或 者 说 分 析 ， 可 能 使 我 们 陷 和 困境。 

在 介绍 这 些 事迹 后 ， 我 们 告别 格 奥 尔 格 。 弗 雷 德里 希 * 波恩 哈 德 * 黎 
曼 , 虽然 整个 19 世纪 的 分 析 学 不 能 离开 他 半 步 。 他 超越 了 任何 人 ， 作 为 
微 积分 事业 的 一 位 首要 参与 者 建立 了 积分 。 他 的 思想 将 成 为 享 利 * 勒 贝 
格 的 起 点 ， 我 们 在 最 后 一 章 会 看 到 勒 贝 格 从 歼 曼 止步 的 地 方 出 发 ， 建 立 
起 他 自己 革命 性 的 积分 理论 。 
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HJER À AER (1809—1882) 


普遍 性 成 为 现代 分 析 学 的 核心 ， 这 是 在 柯 西 极限 定理 或 黎 曼 积分 中 
已 经 明显 呈现 的 一 种 潮流 。 这 两 位 超越 他 们 前 辈 的 数学 家 定义 了 包容 一 
切 的 关键 性 概念 ， 并 且 在 此 基础 上 引出 普遍 性 结论 ， 这 些 结论 不 仅 对 于 
一 两 个 狐 立 事例 成 立 ， 而 且 对 于 数量 庞大 的 事例 群体 也 是 正确 的 。 这 是 
分 析 学 中 一 项 最 有 意义 的 进展 。 

此 外 , 人们 在 17 世纪 还 目睹 了 看 起 来 仿佛 相反 的 一 种 现象 ， 那 就 是 
明显 的 例子 和 特殊 的 反例 在 分 析 学 中 的 重要 性 日 益 增加 。 同 前 面 几 章 讨 
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论 的 普遍 性 定理 一 样 ， 这 种 趋势 同样 值得 我 们 注意 。 在 这 一 章 ， 我 们 首 
HARUAR AART 1851 年 发 现 的 第 一 个 超越 数 ; 在 下 一 章 再 探讨 
卡尔 * 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1872 年 提出 的 令 人 惊讶 的 病态 函数 。 这 两 个 结果 
分 别 是 它们 所 处 时 代 的 巨大 成 就 ， 并 且 提 醒 我 们 ， 在 分 析 学 的 结论 中 ， 
只 要 没有 由 独特 的 例子 提供 的 说 明 ， 那 么 就 是 不 完全 的 。 

为 了 研究 超越 数 ， 我 们 需要 对 这 一 问题 的 背景 有 所 了 解 ， 考 察 一 下 
它 是 从 哪里 提出 来 的 ， 在 以 往 的 数 十 年 中 是 如 何 得 到 提炼 的 ， 以 及 它 的 
解决 为 什么 成 为 一 项 如 此 重大 的 成 就 。 按 照 微 积分 自身 的 演进 过 程 ， 我 
们 从 17 世纪 开始 。 














代数 数 与 超越 数 


似乎 业 布 尼 医 是 首次 提出 超越 量 概 念 的 人 ， 因 为 他 在 一 个 数学 分 类 
方案 中 使 用 了 “超越 的 ”这 个 术语 。 在 论 及 他 新 发 明 的 微分 法 时 ， 羔 布 
尼 蒋 指出 它 的 应 用 范围 包括 分 式 、 根 式 以 及 类 似 的 代数 量 ， 但 是 接着 就 
补充 道 :“ 显 然 ， 我 们 的 方法 也 适用 于 超越 曲线 ， 这 种 曲线 不 能 通过 代数 
运算 加 以 简化 ， 或 者 没有 特定 的 次 数 ， 因 此 ， 这 种 方法 是 一 种 行 之 有 效 
的 最 善 遍 的 方法 。” 呈 从 这 里 看 出 , 莱 布 尼 茨 想 要 把 那些 属于 代数 范畴 的 
对 象 ， 因 而 是 相当 简单 明了 的 实体 ， 同 那些 在 本 质 上 更 为 复杂 的 对 象 区 
分 开 来 。 

这 种 区 分 在 18 世纪 由 欧 拉 进一步 完善 。 欧 拉 在 其 著名 的 《无 穷 小 分 
析 引 论 》 一 书 中 ， 把 “加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 、 自 乘 和 求 根 ”以 及 “ 方 
程 求解 ” 列 为 所 谓 的 代数 运算 ， 而 把 其 他 任何 运算 归 人 超越 运算 ， 如 像 
那些 涉及 “指数 和 对 数 的 运算 ， 以 及 积分 学 中 提供 的 其 他 大 量 运算 ”。 嘱 
他 甚至 走 得 更 远 ， 直 到 提出 超越 量 ， 并 且 举 出 “不 是 基数 乘 方 的 数 的 对 
数 ” 作 为 超越 量 的 一 个 例子 ， 不 过 他 没有 提供 严谨 的 定义 ， 也 没有 给 出 
严格 的 证 明 。 
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我 们 的 数学 先哲 们 往往 具有 正确 的 思想 ， 即 使 他 们 未 能 把 那 种 思想 
准确 地 表达 出 来 。 对 于 他 们 而 言 ， 某 些 数 党 对 象 ， 例 如 曲线 、 函 数 或 者 
数字 ， 明 显 是 可 以 通过 基本 代数 运算 得 到 的 ， 而 其 他 的 对 象 则 是 异常 复 
杂 的 ， 以 至 全 然 超 越 了 代数 运算 ， 并 因此 而 获得 “超越 ”这 个 名 称 。 

到 18 世纪 后 期 , 在 勒 让 德 这 样 一 些 数学 家 的 著作 中 ， 出 现 了 一 种 无 
歧义 的 定义 。 一 个 实数 如 果 是 某 个 具有 整 系 数 的 多 项 式 方程 的 解 ， 就 把 
它 称 为 代数 数 。 这 就 是 说 ， 对 于 一 个 数 xo。， 如 果 存 在 一 个 多 项 式 
P(x) 2 ax" +bx” +cx” +.…+gx+h， 其 中 a, b, c, =, gl h HRR, W 
足 Poo)=0 ， 那 么 如 是 一 个 代数 数 。 例 如 ，V2 是 代数 数 ， 因 为 它 是 整 
系数 二 次 方程 x* -2=0 的 一 个 解 。V2+365 也 是 代数 数 ， 不 过 ， 这 看 起 
来 不 是 那么 明显 ， 因 为 它 是 整 系数 6 次 方程 六 -6x -10x +12x 一 60x+ 
17=0 的 一 个 解 。 

从 几何 学 观点 看 ， 一 个 代数 数 乃 是 函数 y= PO) 的 图 形 的 x BUE, 
其 中 是 一 个 具有 整 系数 的 多 项 式 (参见 图 8-1) 。 如 果 设 想 在 同样 的 坐 
标 系 中 画 出 系数 为 整数 的 所 有 线性 式 、 二 次 式 和 三 次 式 以 及 一 般 情况 下 
的 所 有 多 项 式 的 图 形 ， 那 么 它们 的 x 截 距 的 无 穷 集 合 都 是 代数 数 。 








y= 








图 8-1 


这 就 提出 一 个 显而易见 的 问题 ， 还 存在 任何 其 他 代数 数 吗 ? 25 F75 
虑 这 种 可 能 性 ， 我 们 姑且 说 ， 一 个 实数 只 要 不 是 代数 数 ， 那 么 它 就 是 超 
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越 数 。 单 纯 从 逻辑 上 说 ， 任 何 实 数 必 定 属 于 这 两 类 数 中 的 一 类 。 

然而 ， 果 真 存 在 超越 数 吗 ? 毕 竞 ， 定 义 一 个 术语 并 不 能 就 保证 它 的 
实体 的 存在 。 正 如 一 位 哺乳 动物 学 家 ， 完 全 可 以 把 一 头 栖息 于 水 中 的 海 
豚 定 义 为 “代数 海豚 "， 而 把 不 在 水 中 生活 的 海豚 定义 为 “超越 海豚 ”。 
这 里 ， 超 越 海豚 这 个 名 称 在 概念 上 是 无 歧义 的 ， 但 是 并 不 存在 这 样 一 个 
物种 。 

数学 家 们 必须 面 对 同 样 的 可 能 性 。 那 么 ， 超 越 数 是 否 只 是 全 赁 想象 
而 精心 定义 的 一 种 虚构 的 数 呢 ? 要 是 这 样 ， 所 有 代数 数 的 x 截 距 能 够 完 
全 布 满 x 轴 这 条 直线 吗 ? 如 果 不 能 ， 我 们 又 从 哪里 去 寻找 一 个 不 等 于 任 
何 整 系数 多 项 式 方程 的 x 截 距 的 数 呢 ? 

作为 走向 答案 的 第 一 步 ， 我 们 注意 到 ， 一 个 超越 数 必定 是 无 理 数 。 
这 是 因为 , 如 果 x, =a/5 是 有 理 数 ,那么 显然 满足 一 次 方程 px-a=0， 
它 的 系数 b 和 -a 为 整数 。 事 实 上 ， 有 理 数 恰好 就 是 满足 整 系数 线性 方程 
的 那些 代数 数 。 

自然 ， 并 非 每 个 代数 数 都 是 有 理 数 ， 从 前 面 提 到 的 无 理 数 V2 和 
J2 «35 这样 的 代数 数 中 ， 我 们 清楚 地 看 出 这 一 点 。 因 此 ， 代 数 数 代表 
着 有 理 数 的 某 种 扩充 ， 其 中 取消 它们 作为 一 次 整 系数 多 项 式 方程 之 解 的 
条 件 ， 但 是 仍然 保留 多 项 式 系数 为 整数 的 限制 。 

由 此 可 见 ， 如 果 超 越 数 存 在 ， 它 们 必定 隐藏 在 无 理 数 中 间 。 从 十 希 
腊 起 ， 人 们 就 知道 像 V2 这 样 的 方程 的 根 是 无 理 数 ， 而 到 18 世纪 末 ，e 
和 7 这 两 个 常数 为 无 理 数 分 别 由 欧 拉 于 1737 年 和 约翰 。 兰 伯 特 (1728 一 
1777) 于 1768 年 证 实 。 外 不 过 ， 同 证 明 一 个 数 是 超越 数 比较 起 来 ,证 明 
一 个 数 是 无 理 数 要 容易 得 多 。 

正如 我 们 所 提 到 的 ， 欧 拉 曾 经 猜测 log23 是 超越 数 ， 而 勒 让 德 相信 
也 是 超越 数 。 外 然而， 无 论 数学 家 们 的 信念 多 么 强烈 ， 却 未 能 找到 证 明 。 
直到 19 世纪 中 后 期 ， 甚 至 没有 取得 存在 一 个 超越 数 的 证 明 。 到 那 时 ， 依 
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然 有 这 样 的 可 能 性 ， 这 种 超越 数 或 许 就 像 那些 “超越 海豚 ”一 样 ， 无 非 
是 腾 想 中 的 空中 楼 阁 而 已 。 

最 终 ， 法 国 数学 家 约瑟夫 。 刘 维尔 提供 了 超越 数 的 一 个 例子 。 如 今 
的 大 学 生 们 可 能 从 微分 方程 的 斯 图 姆 - 刘 维 尔 理论 或 者 从 复 分 析 中 的 刘 
维尔 定理 (“一 个 有 界 的 整 函 数 为 常数 ”) 记 起 他 的 名 字 。 刘 维尔 在 电学 
和 热力 学 这 样 的 应 用 科学 领域 也 作出 了 重大 贡献 ， 同 时 他 在 1848 年 法 
国 二 月 革命 后 的 动荡 年 代 投 身 政治 活动 ， 并 且 被 选 为 法 兰 西 议 会 议员 ， 
活跃 在 一 个 完全 不 同 的 舞台 上 。 此 外 ， 他 还 创办 了 数学 史上 一 本 最 具 影 
响 力 的 杂志 ， 这 本 杂志 原名 为 《纯粹 数学 与 应 用 数学 杂志 》， 但 是 人 们 
通常 简单 地 称 之 为 《 刘 维 尔 杂 志 》。 他 主编 这 本 杂志 长 达 39 年 。 刘 维尔 
采用 这 种 方式 担负 起 向 整个 欧洲 以 及 世界 各 地 的 同行 传播 数学 思想 区 
s. 

在 实 分 析 领 域 , 刘 维 尔 以 其 两 项 重大 发 现 而 被 人 们 永志 不 忘 。 第 一 ， 
他 证 明了 某 些 初等 国 数 不 可 能 存在 初等 原 函 数 。 任 何 学 习 过 微 积分 的 人 
都 会 记 起 运用 一 些 巧妙 的 方法 求 不 定 积分 。 虽 然 这 样 的 方法 不 再 像 以 往 
那样 是 人 们 孜孜 以 求 的 ， 但 是 微 积分 教程 仍然 讲述 诸如 分 部 积分 法 和 部 
分 分 式 积分 法 一 类 的 方法 ， 以 便 使 我 们 能 够 计算 像 

[eeri =-xe™ —2xe™ —2e™ +C 














这 样 的 原 函 数 ， 或 者 像 
[Vtanx = 





tanx—42tanx +1 
tanx t J2tanx +1 


[gms ec 


1-tanx 








EE 

V8 
1 

T——arctan 


万 


这 种 远 非 不 言 自明 的 原 函 数 。 请 注意 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 被 积 函 数 和 它 
们 的 原 函 数 都 是 由 标准 欧 拉 函数 集中 的 代数 函数 、 三 角 函 数 、 对 数 函 数 
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以 及 它们 的 反 函 数 构 成 的 。 这样 的 积分 都 是 原 函 数 为 “初等 ”函数 的 “ 初 
等 ”积分 。 

可 惜 的 是 ， 即 使 最 勤奋 的 求 积 者 ， 当 他 们 欲求 作为 简单 函数 的 有 限 
组 合 的 | Vsinx dx 时 ， 都 会 陷入 困境 。 刘 维尔 找到 了 这 个 问题 的 原因 。 
他 在 1835 年 的 一 篇 文章 中 , 证 明了 为 什么 某 些 积分 不 可 能 具备 最 终 形式 
的 答案 。 他 写 道 , 例如 ,“ 人 们 任 借 我 们 的 方法 ,很 容易 确信 积分 | -2_dr 不 








可 能 存在 有 限 形 式 的 原 函 数 , 而 这 个 积分 曾 使 几何 学 家 们 忙 得 不 可 开交 。 
中 从 此 ， 简 单 函数 必然 存在 简单 原 函 数 的 希望 化 为 泡影 。 

我 们 在 这 一 音 的 目标 是 考察 刘 维 尔 的 另外 一 项 重大 的 贡献 ， 那 就 是 
存在 超越 数 的 证 明 。 他 的 最 初 证 明 是 在 1844 年 给 出 的 ， 不 过 他 在 1851 
年 的 一 篇 经 典 性 论文 中 对 结果 作 了 改进 和 简化 (这 篇 论文 自然 是 发 表 在 
他 创办 的 杂志 上 ), 我 们 从 中 摘出 证 明 。 在 刘 维 尔 给 出 他 的 闻所未闻 的 
超越 数 例子 之 前 ， 他 必须 首先 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 涉及 
代数 数 无 理 数 同 它们 邻近 的 有 理 数 之 间 的 关系 。 


刘 维 尔 不 等 式 


正如 我 们 指出 的 那样 , 如 果 一 个 实数 是 某 个 整 系数 多 项 式 方 程 的 解 ， 
那么 它 就 是 一 个 代数 数 。 但 是 ， 这 样 一 个 方程 的 任何 解 ， 都 是 无 限 个 方 
程 的 解 。 例 如 ，V2 是 二 次 方程 x*-2=0 的 解 , 它 又 是 三 次 方程 妇 + 妆 一 
2x-2-2 (x! -2)x*1) 20 Bf, EBEK f x* - 4x? ex? -8x-6- 
(x -2)(x+D(x+3)=0 的 解 ， 等 等 。 于 是 ， 我们 首先 规定 使 用 一 个 次 数 
最 低 的 多 项 式 。 所 以 ， 对 于 代数 数 V2 而 言 ， 我 们 将 采用 上 面 的 二 次 式 
而 不 是 次 数 更 高 的 同类 多 项 式 。 

假定 z 是 一 个 无 理 数 代数 数 。 按 照 刘 维尔 的 表示 法 ， 我 们 用 


P(x) 2 ax" * bx"! c cx"? 十 … 十 SC 十 万 (1) 

















表示 它 的 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 其 中 a, 5b, c, 


E 
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g, h SEC, n2 (如 果 


n=1， 如 像 上 面 指出 的 那样 ， 那 么 代数 数 是 有 理 数 )。 由 于 P(xo)=0， 用 








因 式 分 解 定理 可 以 得 到 


P(x) = (x -)0Q) 





(2) 


其 中 Co 是 一 个 nml 次 多 项 式 。 刘 维尔 希望 对 于 | Q(x)| 的 值 (至 少 对 于 


在 x 邻近 的 x 的 值 ) 确定 一 个 上 界 。 我 们 先 给 出 他 的 证 明 ， 然 后 提供 















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































一 个 更 简单 的 替代 证 明 。 
刘 维 尔 不 等 式 Xo P(x)= ax" + 
bx"! ex"? +-+ gx*h(n22) 
O 420 plq [xy 7 1, xy +1] t 
Ducis 
Aq” 
证 明 2 
QG)I 2UI | 
A>0 [xy —1, x, *1] X 
|< 4 (3) 
[xy —1, x, +1] piq 
q21 3 
lQ(p!/ q)|& A P(p/g)#0 
D P(x)=| x- |nGo DI RÆ) n-1 
q 
o= rea -5-2 R(x) (x-2 +0 
q q 
plq x[i R(x,)=0 Xo 
R(x) R P P 
piq P(x)=0 
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1 0 u ut f(p, 9) = 

































































q'p (p!q)l 


fG.q) 7 q' P(plq) 
- q'[a(p/q)' *b(p/q) *c(p/q) ^ *-*g(p/q)*h] 






























































































































































































































































































































































































































































































































































=ap" bp" qe cp"^q' +-+ gpq" *hq' (4) 
4 uut ENERE O0 
f Gp. 9) a,b,c, ...,g[]h 
Pl «Ul JP, 9) DOO0ODOD 0= f(p,9)= 
q'P(p/q) q=0 P(p/q)-0 
q 
f», q) 34000 
q'P(p/q)|2|f(p.q)|21 (5) 
3) (5) 












































































































































P(x) z (x-x,)06) 0 0 LU 


Ix|q'P(p/q)|-4' |p/q-x,lQ(p/q)|&q'|p/q-x,|A 






































Ip/q-x,|21/ Aq'[] D 







































































在 刘 维 尔 的 证 明 中 ， 不 等 式 所 起 的 作用 是 引 人 了 瞩目 的 。 所 以 人 们 有 
时 把 现代 分 析 学 称 为 “不 等 式 的 科学 ”, 这 是 对 分 析 学 特征 的 恰如其分 的 
表述 ， 并 且 随 着 这 个 世纪 的 前 进 ， 这 个 特征 日 益 显 现 出 来 。 

我 们 前 面 说 过 对 刘 维 尔 定 理 给 出 一 种 替代 证 明 。 这 一 次 ， 柯 西 中 值 
定理 在 证 明 中 扮演 主角 。 

我 们 把 刘 维 尔 不 等 式 重 述 如 下 ， 然 后 给 出 新 的 证 明 。 

刘 维 尔 不 等 式 DD xl t P(x)= ax" + 


bx" cx"? e gx+h n2z2| 





























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































| DU4>0000 Pei [x, ^1, x, +1] UI UI 
E nm : 
q Aq" 
证 明 | PUI l P'(x) 2 nax"! + (n—1)bx"? + 
(n-2)ex"° +--+ 0 00 -D| D0 ix -1 x FA] E] 
000000 4>00 PoOU [x, ^L, x, +1] anoop 
D xe[x, -L x, +0 | POSA p'a O [xo—1, x, *1] 
[ED P | xO p/q 00e 
P(p/q)- Pœ) _ Pa (6) 
píq-x, 
P(x,) 0| c€ [x, ^1, x, *1] 6r t t 
P(plq)|-|p/a-x|-|P(oOI«A|p/a-x| 
| la" PCp/q)|& Aq" |p/q—x, |l ugmuaubBbutut 
q'PplqgnD DD Uli 0 1«€44"|p/q-x 000000000 













































































在 此 , 举 一 个 例子 或 许 有 助 于 到 


























E 解 我们 考虑 无 理 数 代数 数 x = V2 。 
这 时 最 低 次 多 项 式 为 P(x) =x -2 ， 它 的 导数 是 P(x) =2x 。 显 然 ， 在 区 








间 [V2 -1 V2+1] 上 P 以 4=2V2+2 为 界 。 刘 维尔 不 等 式 表明 , 如 果 p/a 





是 这 个 闭 区 间 内 的 任何 有 理 数 ， 那 么 人 


| 
(2V2 42)g? 








这 一 点 i MN 例如 ,对 于 gq =5 的 情形 ,不 等 


Ax -a> 


CONDES +50) 


=0.00828 。 然 后 ， 我 们 检验 区 间 





(2-1, V2+1] 内 所 有 “1/5” 处 的 点 。 所 幸 这 样 的 分 数 仅 有 10 个 ， 而 且 
它们 全 部 满足 刘 维 尔 不 等 式 ， 
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p/5 1p/5-V2| 
3/5=0.60 0.8142 
4/5=0.80 0.6142 
5/5=1.00 0.4142 
6/5=1.20 0.2142 
7/5=1.40 0.0142 
8/5=1.60 0.1858 
9/5=1.80 0.3858 

10/5=2.00 0.5858 
11/5=2.20 0.7858 
12/5=2.40 0.9858 


这 个 例子 同时 也 上 暗示: 通常 我 们 可 以 取消 要 求 p/g 接近 wo 的 限制 。 
就 是 说 ， 我 们 指定 4 为 大 于 1 和 4 的 数 ， 其 中 4 是 像 上 面 那 样 确定 的 。 
如 果 p/g 是 [x 一 1 %+1] 内 的 一 个 有 理 数 ， 那 么 由 于 4 mA UH 
1 > 1 
Aq" Aq" 





一 加 
9 


另 一 方面 ， 如 果 p/q 是 区 间 [x ^L x+H]H 之 外 的 一 个 有 理 数 ， 那 么 由 于 
>l 和 ql, MRA EE M 























三 1 二 一 -二 


* Eyt c Jer Jl ds RAH, 
A Aq 








q 





sl ， 而 同 p/q 对 xo 的 接近 程度 无 关 。 


存在 一 个 A > 0 满足 eT 33 
Aq 





q 








通俗 地 讲 ， 刘 维尔 不 等 式 向 我 们 表明 ， 有 理 数 作为 无 理 数 代数 数 的 
邻居 , 其 数量 是 少 得 可 怜 的 , 因为 在 一 个 无 理 数 xo 同 任何 有 理 数 p/q 之 间 


必定 至 少 存在 一 个 大 小 为 Ty 的 空隙。 我 们 很 难 想象 刘 维 尔 是 怎样 注意 


到 这 一 点 的 。 他 走 到 了 这 一 步 , 并且 提 供 了 一 个 巧妙 的 证 明 , 这 是 他 的 卓 
越 数学 才能 的 一 次 展现 。 然 而 ,倘若 他 不 再 迈 出 下 面 这 一 步 ， 这 一 切 也 许 
早已 被 人 们 遗忘 : 他 利用 他 获得 的 结果 找到 了 世界 上 第 一 个 超越 数 。 
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刘 维 尔 超越 数 
我 们 首先 提出 关于 推理 策略 的 一 个 词汇 一 一 “不 相 容 ”。 刘 维尔 找到 
的 是 一 个 同上 述 不 等 式 的 结论 不 相 容 的 无 理 数 。 这 个 无 理 数 因 而 违反 刘 
维尔 不 等 式 的 假定 ， 这 就 意味 着 它 不 是 代数 数 。 只 要 刘 维尔 能 够 完成 这 


项 艰巨 的 任务 ， 他 就 捕捉 到 一 个 特定 的 超越 数 。 令 人 非常 吃惊 的 是 ， 他 
恰好 做 到 了 这 一 点 。™™ 
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刘 维 尔 在 1851 年 发 表 的 一 篇 文章 中 指出 , 尽管 许多 人 推测 超越 数 的 
存在 ,“ 我 不 相信 已 经 给 出 过 任何 证 明 ”。" 如今, 终于 有 了 一 个 证 明 。 

说 来 奇怪 , 对 于 取得 的 这 个 成 就 , 刘 维 尔 认为 还 不 能 算是 完全 成 功 ， 
因为 他 的 初 圳 是 希望 证 明 e 是 一 个 超越 数 。[ 像 刘 维尔 所 做 的 那样 ， 构 
造 一 个 数 ， 然 后 证 明 它 是 超越 数 ， 这 是 一 回 事 ， 而 对 于 “已 经 存在 的 ” 
^ui e 那样 的 数 , 证明 它 是 超越 数 , 则 是 另 一 回 事 。 对 于 这 一 点 , Eric Temple 
Bell 以 其 特有 的 鉴别 力作 出 下 面 的 评论 : 




















































































































特定 的 egn 
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我 们 姑且 可 以 这 样 说 ， 刘 维尔 证 明了 过 去 无 人 关心 的 一 个 数 的 超越 
性 ， 但 是 对 于 无 处 不 在 的 常数 。 未 能 给 出 同样 的 证 明 ， 而 这 个 数 的 超越 
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性 又 是 使 数学 家 们 魂 牵 梦 绕 的 。 超 越 数 是 在 刘 维尔 之 前 的 先 并 们 徒劳 地 
寻找 了 一 百年 的 东西 ， 当 他 找到 超越 数 后 ， 如 果 仍 然 对 他 贴 上 失败 的 标 
签 ， 无 疑 是 荒唐 可 笑 的 。 

刘 维 尔 最 初 提出 的 目标 很 快 将 由 他 的 继承 者 们 实现 。 在 1873 年 , 查 
尔 斯 。 埃 尔 米 特 (1822—1901) 证 明了 e 确实 是 一 个 超越 数 。 九 年 之 后 ， 
费 尔 登 兰 德 。 林 德 曼 (1852 一 1939) 对 证 明了 同样 的 结果 。 众 所 周知 ， 
林 德 曼 曾 经 证 实用 圆规 和 直 尺 求 圆 的 面积 是 不 可 能 的 ,这 是 十 希腊 人 提出 
的 著名 的 “化 圆 为 方 ”问题 ， 历 经 几 千年 而 非 几 十 年 或 几 百 年 不 得 其 
解 。 史 在 埃 尔 米 特 和 林 德 曼 的 结果 中 , 包含 着 令 人 叹为观止 的 推理 步 又 ， 
而 这 种 推理 是 建立 在 刘 维 尔 的 开拓 性 研究 工作 之 上 的 。 

时 至 今日 ， 确 定 某 个 给 定 的 数 是 不 是 超越 数 ， 在 数学 中 仍然 属于 最 
困难 的 问题 之 列 。 在 这 方面 已 经 取得 了 很 大 进展 ， 很 多 重要 的 定理 已 经 
获得 证 明 ， 然 而 ， 据 我 们 了 解 ， 仍 然 留 下 大 量 的 宵 区 。 在 已 经 得 到 的 巨 
大 成 就 中 , 我 们 不 能 不 提出 阿 什 波 维 奇 。 盖 和 尔 芳 德 (1906 一 1968) 在 1934 
年 的 证 明 ， 其 中 他 一 举证 实 了 一 族 完整 的 超越 数 。 他 证 明 ， 如 果 a 是 一 
个 不 同 于 0 或 1 的 代数 数 ， 而 5 是 一 个 无 理 数 代数 数 ， 那 么 必定 是 超 
越 数 。 这 个 深奥 的 结果 ,保证 例如 2 或 (V2+ 沪 )Y 这 样 的 数 是 超越 数 。 
如 今 已 经 知道 ， 在 超越 数 候选 者 之 列 的 还 有 e*，In@2) 和 sin(1)。 

然而 ， 直 到 写作 本 书 时 ， 像 人“，e* 和 wr 这 样 一 些 看 似 “ 简 单 的 ” 数 
的 性 质 尚 有 待 证 实 。 更 为 严重 的 是 ， 尽 管 数学 家 们 对 n+e 和 zxe 是 超 
越 数 深信 不 疑 ， 但 是 尚 无 人 给 出 实际 证 明 。D3 我 们 再 重复 一 遍 : 证 明 一 
个 数 的 超越 性 是 非常 非常 困难 的 。 

回 到 本 章 的 主题 ,我们 看 出 , 到 19 世纪 中 期 数学 家 们 已 经 走 了 多 远 。 
刘 维 尔 在 处 理 不 等 式 时 表现 出 的 学 术 才华 以 及 他 在 如 何 攻克 如 此 困难 的 
问题 方面 的 广阔 视野 ， 的 确 是 令 人 难忘 的 。 分 析 学 已 经 步 入 它 的 成 熟 期 。 
在 第 11 章 将 要 证 明 关于 实数 完备 性 的 一 个 里 程 碑 式 的 定理 , 刘 维尔 
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这 里 的 证 明 将 同 那 个 定理 的 证 明 形成 鲜明 的 对 照 。 在 那里 我 们 将 会 看 到 
格 奥 尔 格 。 康 托 尔 如 何 找到 一 条 明显 的 捷径 ， 仅 做 少量 的 工作 就 得 到 刘 
维尔 的 结论 。 康 托 尔 以 这 种 方式 改变 了 数学 分 析 的 方向 。 刘 维尔 和 康 托 
和 尔 的 相互 影响 将 是 一 笔 巨大 财富 , 昭示 我 们 如 何 使 数学 的 活力 延续 下 去 。 

不 过 ， 暂 时 不 得 不 把 康 托 尔 的 工作 搁置 一 下 。 我 们 的 下 一 个 目标 是 
展现 19 世纪 分 析 学 所 追求 的 严格 性 的 终点 : 卡尔 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 数学 
以 及 分 析 学 中 最 著名 的 反例 。 
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Ce 第 Q9 音 oy 


SERENS IAN 





-RAR e BERRE (1815—1897) 


正如 我 们 所 知 , 在 19 世纪 , 数学 家 们 将 微 积分 的 严格 性 提高 到 一 个 
新 的 水 平 。 然 而 ， 按 照 我 们 今天 的 标准 ， 这 些 成 就 并 不 是 无 可 挑剔 的 。 
当 你 拜读 那个 时 期 的 数学 文献 时 ， 犹 如 聆听 音乐 大 师 肖 邦 在 一 架 三 两 琴 
键 失调 的 钢琴 上 演奏 乐章 ， 固 然 能 够 怡然 自得 地 鉴赏 音乐 的 神韵 ， 不 过 
间或 也 会 听 到 些许 畸变 之 音 。 只 有 在 微 积分 中 消除 不 精确 性 的 最 后 痕迹 ， 
分 析 论 证 变 成 对 于 一 切实 用 目的 都 是 无 可 置疑 的 时 候 ， 数 学 的 新 纪元 才 
能 到 来 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 实现 这 个 最 后 转变 的 最 大 功臣 。 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 沿 着 一 条 非 传统 的 道路 新 露头 角 。 他 在 学 生 时 代 ， 成 
绩 并 不 优异 ， 却 热衷 于 狂 饮 啤 酒 和 击剑 。 到 30 岁 时 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 成 为 
德国 一 所 偏僻 的 大 学 预科 学 校 (高 级 中 学 ) 的 教师 ， 这 所 学 校 远离 欧洲 
的 学 术 中心 。 在 白天 ， 他 对 学 生 讲授 算术 和 书法 ， 只 有 在 课余 且 批 改 完 
学 生 的 作业 之 后 ， 年 轻 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 方 能 致力 于 他 的 数学 研究 。 

这 位 名 不 见 经 传 的 来 自 德国 一 个 不 知名 小 镇 的 中 学 教师 , 在 1854 年 
发 表 了 一 篇 关于 阿 贝尔 积分 的 论文 。 几 是 读 过 这 篇 文章 的 数学 家 ， 无 不 
惊讶 万 分 。 很 明显 ， 这 篇 论文 的 作者 ， 必 定 是 具有 非凡 天 赋 的 奇才 。 不 
出 两 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 大 学 谋求 到 一 个 职位 ， 受 聘 为 这 所 大 学 的 
教授 ， 并 跻身 于 世界 杰出 数学 家 的 行列 。 他 的 事迹 ， 算 得 上 是 一 个 真实 
灰 姑娘 的 故事 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 对 分 析 学 作出 的 贡献 是 极为 显著 的 ， 正 如 他 的 教学 方 
法 是 举世 闻名 的 一 样 。 随 着 他 的 赫赫 名 声 在 德国 和 欧洲 的 传播 ， 这 位 数 
学 大 师 吸 引 着 渴望 师 从 他 的 年 轻 数 学 家 们 。 在 他 的 门下 云集 了 一 大 批 追 
随 者 。 那 时 人 们 可 以 见 到 这 样 一 种 真实 的 场景 ， 患 有 严重 上 肪 学 证 的 魏 尔 
斯 特 拉 斯 坐 在 一 把 安乐 椅 上 授课 ， 而 由 一 名 指派 的 学 生 把 他 的 话 写 在 及 
板 上 。( 这 样 一 种 讲课 方式 令 后 来 的 教授 们 莱 莫 不 已 , 然而 是 几乎 无 法 重 
现 的 。) 

如 果 说 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 执教 风格 是 异乎 寻常 的 话 ， 那 么 他 对 待 发 表 
研究 成 果 的 态度 也 是 与 众 不 同 的 。 尽 管 他 的 讲课 充满 了 新 颖 的 观点 和 重 
要 概念 ， 但 是 他 下 于 发 表 文 章 ， 而 是 经 常 让 别人 从 他 们 自己 的 著述 中 去 
传播 这 样 的 知识 。 因 此 人 们 发 现 ， 他 的 成 果 是 笼统 地 属于 魏 尔 斯 特 拉 斯 
学 派 的 。 那 些 信仰 “不 发 表 就 是 毁灭 ”的 现代 学 者 们 ， 很 难 理解 这 种 非 
占有 式 的 学 术 观 念 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 以 创立 具有 重大 意义 的 数学 为 己任 ， 
宁愿 去 冒 毁灭 的 风险 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 学 派 通过 魏 尔 斯 特 拉 斯 本 人 或 者 他 的 门生 们 发 表 的 研 
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究 成 果 ， 对 分 析 学 赋予 逻辑 上 的 一 种 无 与 伦比 的 精确 性 。 他 矫正 了 许多 
难以 捉摸 的 错误 概念 ， 证 明了 大 量 重 要 的 定理 ， 并 且 构 造 出 一 个 令 数 学 
家 们 惊叹 不 已 的 处 处 连续 而 又 不 可 微 的 函数 的 反例 。 在 这 一 章 ， 我 们 会 
了 解 到 卡尔 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 什么 被 誉 为 “现代 分 析 学 之 父 ”。 站 


回 到 基本 问题 


不 妨 回忆 一 下 ， 柯 西 是 怎样 在 极限 的 基础 上 建立 他 的 微 积 分 的 。 在 
他 给 出 的 定义 中 有 这 样 一 句 话 : 
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对 于 我 们 而 言 ， 这 句 话 的 其 些 方面 ， 例 如 “ 趋 近 ”这 个 行动 ， 似 笠 
不 是 一 种 令 人 满意 的 表达 方式 。 趋 近 是 指 某 种 实际 的 动作 吗 ?如 果 是 这 
样 ， 那 么 在 谈论 极限 之 前 我 们 必须 考虑 时 间 和 空间 的 概念 吗 ? 此外， 这 
个 过 程 “ 告 终 ”的 含义 是 什么 ? 总 之 ， 所 有 这 一 切 尚 需 作 最 后 修订 。 
魏 尔 斯 特 拉 斯 重新 给 出 极限 的 定义 : 
lim f(x) = 工 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 e > 0， 存 在 一 个 6 > 0， 
使 得 只 要 0<x-ak5, 就 有 |/(W)-Ll<e (1) 


这 个 完美 的 定义 同 柯 西 对 极限 所 说 的 话 形成 鲜明 对 比 。 在 这 里 ， 没 有 任 
何 动作 ， 而 且 不 涉及 时 间 。 这 是 一 个 静态 的 而 非 动态 的 定义 ， 同 时 又 是 
一 个 代数 的 而 非 几 何 的 定义 。 定 义 的 核心 是 一 个 关于 不 等 式 的 断言 。 并 
H, 可 以 把 这 个 定义 作为 证 明 各 种 极限 定理 的 基础 , 例如 , 用 它 给 出 “和 
的 极限 等 于 极限 的 和 ”的 确切 证 明 。 至 此 ， 对 于 这 样 的 定理 可 以 进行 像 
欧 几 里 得 命题 那样 完全 严格 的 证 明 。 
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有 人 可 能 提出 这 样 的 观点 : 需要 为 精确 性 付出 某 种 代价 ， 因 为 魏 尔 
斯 特 拉 斯 提出 的 严格 定义 缺乏 直觉 的 魅力 和 几何 上 的 直观 性 。 毫 无 疑问 ， 
还 需要 慢 慢 适 应 像 式 (1) 这 样 的 陈述 。 除 此 之 外 ， 几 何 直观 是 值得 怀疑 
的 , 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 这 个 纯粹 的 分 析 定 义 丝毫 不 牵涉 空间 与 时 间 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 除了 重新 闻 明 各 种 关键 性 概念 外 ， 还 领会 到 了 这 些 概 
念 的 含义 ， 这 是 他 的 前 辈 们 未 能 做 到 的 。 一 个 例子 就 是 一 致 连续 性 ， 柯 
西 同 这 种 国 数 性 质 失 之 交 臂 。 我 们 回忆 一 下 ， 柯 西 在 逐 点 的 基础 上 定义 
了 连续 性 ， 他 指出 ， 如 果 1m f(x)= f(a) ,那么 f 在 a 是 连续 的 。 采 用 魏 
尔 斯 特 拉 斯 的 语言 ， 这 意味 着 对 于 每 个 > 0， 存 在 一 个 对 应 的 6> 0， 使 
得 只 要 0<|x-al<6 ,就 有 | F/G)- f()|« € 。 因 此 ,对 于 一 个 固定 的 “ 革 
子 ”E 和 一 个 已 知 的 a, 我 们 能 够 求 出 所 需 的 6. 但 是 此 处 的 同时 依赖 5 和 
a。 当 考虑 一 个 不 同 的 a 值 时 ， 我 们 如 果 保持 同一 个 e， 一 般 而 言 ， 必 须 
调整 对 6 的 选择 。 

爱德华 ， 海 涅 (1821 一 1881) 在 出 版 物 中 首次 作出 这 种 区 分 ， 不 过 
他 上 暗示 “这 个 普遍 概念 ”是 他 的 良师益友 魏 尔 斯 特 拉 斯 传授 给 他 的 。 中 
海 涅 给 出 了 一 致 连续 的 定义 :如果 对 于 每 个 e> 0， 存 在 一 个 5> 0， 使 得 
函数 的 定义 域内 的 任意 两 点 x 和 y， 只 要 它们 的 距离 小 于 65， 就 有 
f(x)-f(y)|<e ， 那 么 了 在 其 定义 域 上 是 一 致 连续 的 。 在 本 质 上 ， 这 意 
味 着 “一 个 6 适用 于 所 有 Ee， 所 以 在 这 个 一 致 距离 之 内 的 点 ,它们 之 间 的 
国 数值 之 差 将 在 的 范围 内 。 

显然 ,一 个 一 致 连续 的 函数 ， 在 每 个 单独 的 点 是 连续 的 。 但 是 ， 相 
有 反 的 结论 并 不 成 立 ， 典 型 的 反例 是 定义 在 开 区 间 (0, 1) 上 的 函数 
fG)-Vx, ， 如 图 9-1 所 示 。 这 个 函数 在 (0, 1) 内 的 每 个 点 无 疑 是 连续 
的 ， 但 是 它 不 符合 海 涅 的 一 致 连续 判别 准则 。 我 们 考察 一 下 何以 如 此 。 
4 e- 1 我们 断定 不 会 存在 一 个 6> 0 ,使 得 当 从 (0, 1) 选 择 满 足 |x-y|<6 
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<1。 这 是 因为 ,对 于 给 定 的 6， 我 
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们 可 以 选择 一 个 整数 N max (1/2, D, HHA x 1 2) fy - UN , 
在 这 种 情形 下 ,x 和 ?同属 于 区 间 (0, 1)， 并 且 有 
1 J- 2 N+2 1 








NN +2) NN+2) N 
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N+2 N 
然而 -=| -| =2x1=e。 一 致 连续 的 条 件 不 满足 。 
x y |1/(N+2) 1/N ` 











图 9-1 

回顾 第 6 章 ， 不 禁 使 我 们 想起 柯 西 曾经 论述 过 连续 函数 ， 同 时 ， 在 
他 的 某 些 证 明 中 实际 上 使 用 了 一 致 连续 性 ,值得 庆幸 的 是 , 当 海 涅 在 1872 
年 证 明了 一 个 有 界 闭 区 间 [a, 5] 上 的 连续 函数 必定 是 一 致 连续 函数 时 ， 一 











场 逻 辑 推 理 上 的 灾难 得 以 避免 。 就 是 说 ， 如 果 我 们 把 函数 限制 在 闭 区 间 
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[a,b] E, 那么 连续 性 同一 致 连续 性 之 间 的 差异 将 随 之 消失 。( 请 注意 , 在 
上 面 举 出 的 反例 中 ， 函 数 是 定义 在 一 个 开 区 间 上 的 。) 所 以 ， 对 于 有 界 闭 
区 间 上 的 函数 ， 妆 在 证 明 中 出 现 柯 西 的 错误 概念 时 ， 多 亏 海 涅 的 结果 ， 
这 使 他 的 证 明 是 “可 补救 的 ”。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 认识 到 一 种 更 为 重要 的 区 分 ， 那 就 是 点 态 收 敛 同一 至 
收敛 之 间 的 差异 。 为 了 考察 这 两 种 收敛 概念 ， 我 们 有 必要 暂且 离开 一 下 
正题 。 

假定 我 们 有 一 个 函数 序列 fo fo 有,…, 有 ,… ， 它 们 具有 相同 的 定义 
域 。 如 果 在 这 个 定义 域 中 国定 一 点 x， 并 且 把 它 代 入 每 个 函数 ， 遂 产生 
一 个 数列 fi G9). f Q9. f 00. f Q0, 。 假 定 对 于 每 个 单独 的 x， 这 个 数 
列 收敛 。 在 这 种 情况 下 ,在 每 个 点 x 建立 了 由 f(x)= lim f(x) 定义 的 新 
函数 。 我 们 把 f(x) PRA AOD 的 “点 态 极限 ”。 

例如 ， 考 虑 在 区 间 [0, 了 上 定义 的 函数 序列 : 


f (x) = sin x, f(x) = (sin x)^, f(x)= (sinx, f, (x) = (sin x), 

















这 个 序列 的 前 三 个 函数 的 图 形 在 图 9-2 中 画 出 。 


我 们 看 出 ， 对 于 所 有 大 >1 ， A()- (sns) -1, Bi 























lim A (2 )-fimi-1. 另 一 方面 ， 如 果 x 在 区 间 [0, m], HUE x ， 


ko 


那么 sinx=r ， 其 中 0<r<1， FALA lim f, Qo) = lim(7) 20, 因此 ， 这 个 


点 态 极 限 为 
0, O€x«mn/2 
T 


f(D= lim f, (x) = l, NE 


0, n/2«x&m 


它 的 图 形 显示 在 图 9-3 中 。 
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图 9-3 








这 个 例子 引出 分 析 学 中 的 一 个 重大 问题 : 如 果 国 数 序列 { 好 中 的 每 个 
国 数 具 有 某 种 确定 的 性 质 ,而 j 是 这 个 函数 序列 的 点 态 极限 ,那么 /本 身 
必须 具备 这 种 性 质 吗 ? 用 数学 语言 表述 ， 就 是 癌 国 数 的 一 种 特性 是 否 由 
点 态 极 限 继承 。 如 果 每 个 大 是 连续 国 数 , /必定 是 连续 国 数 吗 ? 如 果 每 个 
天 是 可 积 的 ，/ 必定 是 可 积 的 吗 ? 

要 是 单 任 直觉， 可 能 回答 “是 的 ,为 什么 不 是 呢 !” 可 惜 ， 世 间 的 事 
物 并 非 如 此 简单 。 例 如 ， 连 续 性 就 不 是 点 态 极 限 函 数 继承 的 特性 ， 这 下 
是 使 过 去 的 柯 西 和 其 他 数学 家 迷惑 不 解 的 根源 。™ 我 们 只 需 考察 一 下 
上 面 的 例子 就 会 明白 ， 函 数 f, (x) = (sinx) 是 处 处 连续 的 ， 然 而 它们 在 
图 9-3 中 的 点 态 极限 f(x) 在 x=7/2 就 是 不 连续 的 。 这 个 例子 同样 说 
明 ， 可 微 性 也 不 是 点 态 极限 继承 的 特性 。 

关于 积分 又 如 何 呢 ? 在 本 书 中 我 们 已 经 多 次 见 过 , 数学 家 们 一 度 认为 

imf f, edv [Lim |a 

从 这 个 等 式 断 定 ， 我 们 可 以 万 无 一 失地 交换 两 种 重要 的 微 积 分 运算 : 先 
积分 然后 取 极 限 ， 或 者 先 取 极 限 然 后 积分 。 

为 了 看 出 这 同样 是 错误 的 ， 我 们 在 区 间 [0, 1] 上 定义 一 个 由 函数 
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0, gez 
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(16k?)x - 8k, do ie 
yes E^ m 
(-16k^)x416k, —<x<-— 
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0, Losi 
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表示 的 序列 {fi (Xx)} 。 这 个 国 数 表 达 式 尽管 看 起 来 也 许 令 人 生母 ， 不 过 
图 9-4 中 的 ,有 和 户 的 图 形 显示 , 这些 函 数 是 非常 平常 的 。 每 个 fi(x) 都 


是 连续 国 数 ， 它 们 的 “尖峰 ”在 越 来 越 靠近 原点 的 区 域 上 变 得 越 来 越 高 ， 
日 宽 度 越 来 越 小 。 














y -fo(x) 





图 94 
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由 于 太 是 连续 函数 ， 对 它们 可 以 求 积分 ， 而 它们 的 积分 作为 图 9-5 
中 的 三 角形 的 面积 是 很 容易 计算 的 ; 
1 i 
[Ode 三 角形 面积 phe i en ed 





所 以 ， 当 这 些 三 角形 区 域 的 底 边 变 得 越 来 越 小 时 ， 它 们 的 高 以 三 角形 的 
面积 保持 不 变 这 样 一 种 方式 增加 。 于 是 ， 显 然 有 
lim f ,AcOde=liml=l (2) 









y=f(x) 





图 9-5 











另 一 方面 ， 我 们 断言 o 的 点 态 极限 在 区 间 [0, 1] EAE, E 
BER, f(0-0, ， 因 为 对 于 每 个 大 有 (0) =0。 同 时 ， 如 果 0<x<1， 


我 们 选择 一 个 满足 二 < 的 自然 数 N， 并 且 考 察 所 有 位 于 其 后 的 函数 ， 
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即 所 有 满足 上 > N D fi. 其 “尖峰 ” 已 经 移动 到 x 的 左 侧 , 致使 六 DJ= 0 。 
因此 也 有 fG) = lim f 6) = 0 。 我 们 由 此 看 出 


Lf [rente [tro 


把 这 个 结果 同 式 (2) 比较 , MERANER: 函数 序列 积分 
的 极限 不 一 定 等 于 极限 函数 的 积分 。 用 符号 表示 ， 我 们 得 到 
lim f/f, Gov s [Lim 00 ]ax 。 再 次 看 到 ， 这 个 函数 序列 的 点 态 极限 


不 具备 一 种 “优美 的 ”解析 特性 ， 这 是 颇 为 遗憾 的 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1841 年 之 前 就 察觉 到 这 种 情况 , 并 且 提 出 一 种 解决 
方法 。 富 但 是 ， 以 他 固有 的 与 众 不 同 的 方式 ， 他 直到 1894 年 才 把 自己 的 
思想 公 诸 于 世 ， 这 已 是 在 半 个 世纪 之 后 的 事情 一 一 好 在 他 的 学 生 们 很 早 
以 前 就 把 这 种 思想 传播 出 去 了 。 他 的 想法 是 引进 一 种 更 强 的 收敛 形式 ， 
称 为 一 致 收敛 ， 在 这 种 收敛 概念 下 ， 函 数 序列 中 个 体 函 数 的 主要 性 质 将 
会 传递 给 它 的 极限 函数 。 

仿效 他 的 做 法 , 我 们 给 出 一 致 收敛 的 下 述 定义 : 倘若 对 于 每 个 > 0， 
存在 一 个 自然 数 N， 如 果 k>N 而 x 为 定义 域 中 的 任意 点 ， 那 么 有 
|f, G0 7 fe)|« e ， 这 时 就 说 函数 序列 {有 } 在 共同 定义 域 上 一 致 收敛 于 
函数 J。 联 想到 一 致 连续 性 ， 这 表明 在 函数 f(x) 的 定义 域内 “一 个 N 适 
合 于 一 切 x”。 

对 于 这 种 收敛 方式 ， 可 以 作出 儿 何 解释 。 给 定 e > 0， 我 们 画 一 条 包 
围 y= f(x) 图 形 的 宽度 为 2 的 带 状 区 域 ， 如 图 9-6 所 示 。 依 据 一 致 收敛 ， 
我 们 必定 达到 这 样 一 个 下 标 NV， 致使 序列 {f} 中 的 .大 以 及 其 后 的 所 有 图 
数 全 部 落 入 这 个 带 状 区 域 。 正 如 一 致 收敛 这 个 名 称 所 显示 的 ， 这 样 一 些 
函数 在 区 间 [a, b] E— $83 f. 
























































一 一 一 一 一 





到 9-6 














不 难看 出 ， 如 果 一 个 函数 序列 {f} 一 致 收敛 于 函数 1/， 那 么 {f} 点 
态 收 伍 于 f， 但 是 相反 的 命题 不 成 立 。 例 如 ， 前 面 描 述 的 “人 尖峰 ”函数 
序列 在 区 间 [0, 1] 上 点 态 收 敛 于 零 值 函 数 , 但 是 不 一 致 收敛 于 零 值 函数 。 
同 仅仅 是 点 态 收敛 相 比 ， 一 致 收敛 算是 一 种 更 强 的 和 限制 更 大 的 收敛 

出 于 几 点 原因 ， 我 们 在 这 里 脱离 了 主题 。 首 先 ， 在 本 章 的 主要 结果 
中 需要 用 到 一 致 收敛 的 概念 。 甚 次, 这些 思想 在 本 书 其 余部 分 反复 出 现 。 
最 后 ， 这 样 一 些 成 熟 的 见解 足以 说 明 ， 在 微 积分 的 历史 上 魏 尔 斯 特 拉 斯 
何以 占有 如 此 重要 的 地 位 。Victor Katz 对 于 他 的 工作 作出 这 样 的 评价 : 
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四 个 重要 定理 


魏 尔 斯 特 拉 斯 不 仅 重 新 审视 分 析 学 中 的 各 种 定义 ， 同 时 他 还 是 应 用 
它们 证 明 重 要 定理 的 大 师 。 下 面 我 们 给 出 他 获得 的 四 个 涉及 一 致 收敛 的 
结果 ， 不 过 不 予 证 明 。 

前 面 两 个 定理 解决 上 面 提 及 的 一 个 题目 : 在 一 致 收敛 条 件 下 ， 函 数 
的 重要 的 解析 性 质 从 函数 序列 {f} 的 个 体 项 传递 给 它们 的 极限 函数 f 
定理 1 DD {D0000[e,2000000 /A0000000 
DOAD000000000 
定理 2 [DD {0000 null 
Dub ute»tnnuntuubndttl 





















































[1 


0 sooo 

































































iml [7 ena ]- [ [m c0 Jas f; rend 


根据 定理 2, IFRA RRUFE, To VEXETTBURDR 52K BU 
的 交换 。 

第 三 个 定理 如 今 称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 。 这 个 定理 在 连续 函数 
同 多 项 式 之 间 提 供 一 种 始 料 未 及 的 联系 。 

定理 30 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 D0 DO /D000000000 te^] 
D00000000000000f,0000000 0000000 
{Pol 

这 个 定理 如 此 令 人 着 迷 ， 原 因 在 于 有 的 连续 函数 可 能 是 特性 极 差 的 
事实 上 ， 这 正 是 我 们 马上 要 考察 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 反例 的 特点 )。 相 比 之 
Y 多 项 式 却 是 非常 平和 的 国 数 。 后 者 竟然 可 能 一 致 逼近 前 者 ， 这 仿佛 

一 桩 奇妙 的 天 赐 恨 缘 。 















































— 


这 三 个 定理 都 与 一 致 收敛 有 关 。 它 们 使 连续 性 和 可 积 性 从 函数 序列 
的 个 体 国 数 传递 给 它们 的 极限 函数 ， 并 且 提 供 一 种 用 多 项 式 逼 近 连 续 函 
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数 的 手段 。 但 是 首先 要 问 ， 存 在 确定 一 致 收敛 的 简单 方法 吗 ? 

判别 一 致 收敛 的 一 种 途径 是 用 所 谓 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 MA DS, xs 
我 们 初步 结果 中 的 最 后 一 个 定理 。 像 前 面 那样 ， 我 们 从 在 一 个 共同 定义 
域 上 定义 的 函数 序列 { 由 开始 ， 不 过 MM 检验 法 引进 一 种 新 奇 的 方法 我 
们 把 序列 的 前 ”项 相 加 ， 建 立 部 分 和 8 0 - Y 00 - A0) Q9 
& f, GO) 。 如 果 部 分 和 的 序列 {5, 一 致 收敛 于 一 个 函数 /, 我 们 就 说 函数 项 
的 无 穷 级 数 Y. f, G) 一 致 收敛 于 09。 在 这 个 基础 上 ， 现 在 我 们 来 陈述 


































































































下 述 结果 。 

定理 40 魏 尔 斯 特 拉 斯 人 检验 法 | 0 (LAOI)DD D DO ED OD 
ünngpnmnunnupunpnug«nunpügu MODBDDRUD 
0000 x7U IAœA<M 000000000 Xv, gogog 
0000yAoooooa 






































这 个 检验 法 相当 于 函数 级 数 与 数值 级 数 之 间 的 一 个 比较 检验 法 ， 其 
中 数值 级 数 的 收敛 缠 含 函数 级 数 的 一 致 收敛 。 例 如 ,考虑 区 间 [0, 1] 上 由 





ds k 
X X X X 
f(x)=2>, 了 一 Tut um um 


ELDER, A, AFIO, 中 内 的 所 有 *， 我 们 有 | AON | 








— 


< 
(k+ k 
T? 


， 而 根据 第 4 章 欧 拉 关于 雅 各 布 " 伯 努 利 难题 的 结果 ， 


"Poco I. oh Mei ERE OLG) 一 致 收敛 。 此 外 ， 如 果 


对 部 分 和 SC) Sz HIZETE 1 和 定理 2, 可 知 f 本 身 也 是 连续 函数 , 因为 每 个 
部 分 和 函数 是 连续 的 ， 并 且 
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f A code Jis KI fis, oax 


= lim [npo 
noe SEM 
hog (K+1) J la ns au 


oo 


Mags -|Ez[- im 


其 中 再 次 得 益 于 欧 拉 关 于 级 数 r 的 结果 。 至 此 ， 对 于 交换 取 极 限 与 








求 积分 的 无 限 过 程 , 无 论 情况 多 么 复杂 , 我 们 已 经 提示 所 有 的 干预 步骤 。 
魏 尔 斯 特 拉 斯 MM 检验 法 使 我 们 能 够 断定 了 (W) 是 连续 函数 ， 并 且 准 确 地 求 
出 它 的 积分 值 ， 这 是 一 个 具有 重大 意义 的 成 就 。 

我 们 终于 完成 了 一 切 准备 工作 ， 搭 建 起 数学 史上 行将 演绎 的 一 个 故 
动 事件 的 舞台 。 











魏 尔 斯 特 拉 斯 病态 函数 


数学 家 们 早 就 知道 ,一 个 可 微 的 (“光滑 的 ”) 函数 必定 是 连续 的 (“不 
间断 的 ” ) 函数 ,但 是 ， 反 之 不 然 。 例 如 ,一 个 像 》=|x| 这 样 的 V 字 型 
函数 是 处 处 连续 的 函数 , 但 是 它 在 x=0 处 是 不 可 微 的 ， 它 的 图 形 在 那里 
突然 改变 方向 ， 形 成 一 个 拐角 。 

然而 ， 人 们 曾经 认为 连续 国 数 必 定 “ 多 半 ” 是 光 请 的 。 赫 赫 有 名 的 
安 德 烈 。 马 里 。 安 培 (1775—1836) 对 连续 函数 通常 是 可 微 的 命题 曾经 
提出 过 一 个 证 明 , 而 且 在 19 世纪 整个 前 半期 ， 微 积分 学 教科 书 都 支持 这 
PILAE, 

这 无 疑 是 有 吸引 力 的 。 任 何人 可 以 想象 这 样 一 幅 连 续 的 “锯齿 ” 状 
图 形 ， 平 滑 地 上 升 到 一 个 齿 角 ， 然 后 下 降 到 下 一 个 齿 角 ， 接 着 再 上 升 到 
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另 一 个 齿 角 ， 如 此 延续 下 去 。 当 我 们 压缩 “ 饮 齿 ”时 ， 得 到 越 来 越 多 不 
可 微 的 点 。 尽 管 如 此 ， 似 乎 必定 继续 存在 使 函数 图 形 从 一 个 齿 角 平滑 地 
上 升 或 者 下 降 到 另 一 个 齿 角 的 区 间 。 由 此 可 见 ， 儿 何 图 形 表明 ， 任 何 连 
续 国 数 必定 存在 大 量 可 微 的 点 。 

因此 ， 当 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 出 处 处 连续 但 是 无 处 可 微 的 函数 时 ， 引 
起 巨大 震惊 ,这 是 一 个 稀奇 古怪 的 函数 实体 ， 它 看 起 来 是 连续 的 ， 却 是 
处 处 参差 不 齐 的 。 这 个 函数 被 大 多 数 人 视 为 难以 想象 的 ， 它 不 仅 推翻 了 
安培 的 “定理 ”, 而且 把 几何 直观 作为 微 积分 的 可 靠 基础 的 主张 逐 出 了 历 
史 有 舞台 。 

人 们 普遍 认为 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 在 19 世纪 60 年 代 构 造 出 他 的 例子 
的 ,并且 在 1872 4E. 7 H 18 日 把 这 个 例子 提交 给 柏林 科学 院 。 按 照 以 往 
的 习惯 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 没有 匆忙 公布 他 的 发 现 ， 直 到 1875 年 ， 这 个 病态 
函数 才 由 保罗 。 杜 布 瓦 " 雷 蒙 (1831—1889) 首次 发 表 。 

考 庸 置疑 ， 一 个 如 此 特殊 的 函数 自然 远 非 初等 函数 。 就 其 学 术 上 的 
复杂 程序 而 言 ， 它 或 许 是 本 书 中 要 求 最 苛刻 的 结果 。 但 是 ， 由 于 这 个 函 
数 独 具 的 违反 直觉 的 特性 ， 和 努力 构造 它 是 非常 值得 的 ， 更 不 用 说 它 具 有 
的 历史 意义 了 。 下 面 我 们 仿效 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 论证 ， 但 是 改变 了 他 的 记 
号 ， 同 时 为 了 清晰 起 见 ， 间 或 添加 了 茶 些 细 市 。 

我 们 从 一 个 引 理 开始 ， 这 个 引 理 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 证 明 中 需要 使 用 
的 。 他 用 一 个 三 角 和 恒等式 证 明 这 个 引 理 ， 但 是 我 们 给 出 利用 微 积 分 的 一 
个 证 明 。 

引 理 00 8>0000 


cos( An + Bt) - cos( An) zm 
B Ei 


证 明 [] hG)-cosm)D D l4 zin nüdüü nana a n 
0D 40 4+8000000 «Iud 
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AL4+ 可 -MA4) _ je, 
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cos( An + BT) —cos( AT) | 


















































































































































$ —mnsin(cm) 
cos( An + T — cos( AT) EEE em dcm 
现在 我 们 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 本 人 当初 的 表达 方式 介绍 他 的 著名 反例 。 
定理 a>3 b op 1 
ab >1+37/2 
























































f(x) = br cos(na'x) 





[8] 



















































































Dies kann z. B. folgendermassen geschehen. 
Es sei æ eine reelle Veründerliche, a eine ungrade ganze Zahl, b eine 
positive Constante, kleiner als 1, und 


Fo) = Sr eos (a zm); 


so ist f(z) eine stetige Function, von der sich zeigen lässt, dass sie, sobald. 
der Werth des Products ab eine gewisse Grenze übersteigt, an keiner Stelle 
einen bestimmten Differentislquotienten besitzt. 





魏 尔 斯 特 拉 斯 病态 函数 (1872) 



































































































































































































































































































































证 明 all b 
a- 
21[] b= 1/3 az3 
b 0,1 ab=7>1+37/2 
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=, cos(21' 21 44] 
Jg Y cos( l mx) Saa cos(2 Im x) n cos(44 1n x) bes (3) 
pe 3 3 9 
f M 
cos(2l'nx) _ 1 el z 
一 一 一 人 一 一 3/2 
a 3k 之 3* f 
cos(21* nx) 
3 
f 
r fm 
r f 
m= 1,2,3,... 21” 
A Lon 1 
m 整数 mm Q,--«2lr«q,*— 
2 2 
9-7[] E, =21"r-a, 0 «,[] 21"r 
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fGr*h,)-f(r) _ 和 3 


k=0 


e cos(21 nir +h, - Y cos(21* nr) 


3* 
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g cos(21f nr * 21' th, ) ^ cos(2] xr) 





k=0 


3 p, 


= cos(21' nr +21 xh, ) - cos(21* nr) 
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k=m 


3 n, 
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cos(21' nr +21 xh, ) - cos(21* nr) 


4=217 
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cos(21* nr 4 21^ nh, ) - cos(21 tr) 
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人 cos(21 nr * 21 nh, ) - cos(21 nr) 
3 n. 








k=0 





m-l 
< 
k=0 


m-1 a om 
HT teen (7) 


k=0 


cos(21* nr 4 21 nh, ) ^ cos(21* nr) 
3 n. 
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m 
当 读 者 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 论证 的 震撼 下 恢复 平静 时 ， 多 半 会 产生 一 些 
反应 。 反 应 之 一 会 是 对 他 所 表现 的 才能 万 分 惊讶 。 他 在 整合 这 个 证 明 中 
显示 出 的 天 赋 是 出 类 技 萃 的 。 
另 一 个 反应 是 可 能 产生 某 种 不 安 的 感觉 ， 因 为 我 们 恰好 证 实 了 一 个 
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连续 国 数 可 以 不 存在 可 微 性 点 。 国 数 的 图 形 无 处 是 平 请 地 上 升 的 或 者 下 
降 的 。 在 它 的 图 形 上 没有 一 点 存在 一 条 切线 。 这 是 一 个 离奇 的 函数 ， 它 
的 每 个 点 好 似 一 个 尖 角 ， 然 而 它 又 是 处 处 连续 的 。 
y= f(x) 的 图 形 是 否 会 给 我 们 一 些 启 发 呢 ? 很 遗憾 ,由 于 f 是 函数 项 

的 一 个 无 穷 级 数 ， 我 们 只 能 停留 于 画 出 部 分 函数 和 的 图 形 。 例 如 ， 我 们 
在 图 9-8 中 仅 画 出 第 3 个 部 分 和 

$,6)- > eer nx). Sos Ra eem x) " exa In x) 
的 图 形 。 这 个 图 形 显 示 出 大 量 的 方向 改变 以 及 某 种 急剧 上 升 和 下 降 的 特 

没有 尖 角 。 事 实 上 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 任何 部 分 和 只 包含 有 
限 的 余弦 项 ， 因 而 是 处 处 可 微 的 。 无 论 画 出 哪个 部 分 和 的 图 形 ， 我 们 都 
不 能 从 中 找到 一 个 角 点 。 然 而 ， 当 我 转向 求 极 限 产生 了 本 身 时 ， 必 定 处 
处 出 现 角 点 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 超出 我 们 直觉 所 能 理解 的 范围 ， 是 远 非 
可 以 用 几何 图 形 画 在 黑板 上 的 。 但 是 从 上 面 的 证 明 看 出 ， 它 的 存在 是 考 
庸 置疑 的 。 















































图 9-8 





对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 这 个 论证 的 最 后 一 个 反应 必然 是 为 它 的 高 度 严 格 
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的 标准 喝采 。 犹 如 一 位 音乐 大 师 指 挥 一 支 著 名 的 管弦 乐队 ， 魏 尔 斯 特 拉 
斯 把 基本 定义 、 绝 对 值 以 及 大 量 的 不 等 式 融合 成 一 个 协调 的 整体 。 在 他 
的 证 明 中 ， 看 不 出 任何 处 理 是 随心 所 欲 的， 不 存在 丝毫 赁 直觉 的 痕迹 。 
所 以 后 代 的 分 析 学 家 们 对 他 的 最 高 赞誉 是 这 个 证 明 展 现 了 “ 魏 尔 斯 特 拉 
斯 的 严格 性 ”。 

毫 无 疑问 ， 对 于 一 个 如 此 病态 的 函数 ， 并 非 人 人 都 会 感到 兴奋 。 某 
些 批评 者 毅然 反对 存在 一 个 把 不 等 式 作为 对 付 直觉 的 王牌 的 数学 世界 。 
我 们 在 前 面 一 章 介绍 过 的 查尔斯 * 埃 尔 米 特 ， 对 于 这 个 发 现 黯然 神伤 ， 
误 叹 道 :“ 从 这 场 令 人 昼 惜 的 没有 导数 的 函数 灾难 中 ， 我 深 感 震惊 和 慌 
Hio PEF] e EDR (1854 一 1912) 把 魏 尔 斯 特 拉 斯 举 出 的 病态 函数 的 
例子 称 为 “一 种 对 常识 的 踩 蹦 *。!59 受到 的 触怒 的 埃 米 尔 ， 皮卡 (1856 
一 1941) 则 这 样 表达 他 的 愤慨 :“ 要 是 牛顿 和 莱 布 尼 茨 曾经 想到 连续 函数 
不 一 定 存在 导数 ，…… 他 们 就 无 需 发 明 微分 法 了 。” 吕 不过 ， 这 些 仿佛 
从 伊甸园 走出 来 的 数学 家 信以为真 的 建立 在 直觉 形式 和 几何 基础 上 的 微 
积分 已 经 永远 消失 了 。 

但 是 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 推理 是 严密 的 。 只 要 不 抛弃 极限 、 连 续 性 和 
可 微 性 的 定义 ， 或 者 不 拒绝 赋予 分 析 学 家 们 引进 无 限 过 程 的 权利 ， 那 些 
批评 家 就 注定 要 失败 。 倘 若 遇 到 像 一 个 连续 而 又 无 处 可 微 的 函数 这 种 直 
觉 上 的 困难 ， 那 么 学 者 们 理应 修正 他 们 的 直觉 ， 而 不 是 抛弃 他 们 面前 的 
数学 。 分 析 学 的 严格 性 因为 柯 西 而 提高 ， 又 因为 魏 尔 斯 特 拉 斯 而 达 一 个 
新 的 顶峰 。 无 论 人 们 是 否 喜欢 它 ， 逆 转 终归 是 不 可 能 的 。 

在 持续 不 断 的 起 伏 中 ， 数 学 家 们 建立 起 雄伟 的 理论 体系 ， 然 后 寻找 
足以 揭示 他 们 的 思想 界限 的 恰当 反例 。 这 种 理论 与 反例 的 对 照 成 为 正确 
推理 的 引擎 ， 凭 借 这 种 工具 ， 数 学 得 以 进步 。 因 为 我 们 唯 有 知道 菜 些 特 
性 是 如 何 丧 失 的 ， 方 能 了 解 它们 是 怎样 发 挥 作用 的 。 同 样 ， 我 们 唯 有 认 
清 直 觉 是 如 何 把 人 引入 歧途 的 ， 方 能 如 实地 评价 推理 的 威力 。 
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第 二 次 波折 


关于 微 积分 的 演化 历程 , 我 们 讲述 到 了 18734, 此 时 高 欧 拉 辞世 将 
近 一 个 世纪 ,而 距 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 初创 微 积分 已 逾 两 个 世纪 。 及 至 这 时 ， 
柯 西 、 歼 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 推进 微 积分 严格 化 而 做 的 工作 ， 足 以 令 随 
后 可 能 登场 的 任何 后 世 的 伯 克 莱 们 三 弓 其 口 。 那 么 ， 在 分 析 学 中 还 遗留 
着 有 待 攻克 的 难题 吗 ? 

答案 当然 是 …… “当然 。 当 数学 家 们 竭尽 全 力 建立 像 连续 性 和 可 积 
性 这 样 一 些 基 本 概念 时 ， 他 们 取得 的 巨大 成 功 也 引出 了 连带 的 问题 ， 这 
些 问 题 或 者 具有 诱惑 力 ， 或 者 极端 困难 ， 或 者 既 富 诱惑 力 又 极端 困难 。 
有 许 许多 多 独 具 特 色 的 例子 ， 从 这 些 例子 中 可 以 客 视 未 来 的 研究 途径 ， 
而 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 病态 函数 就 是 这 些 例子 中 最 著名 的 一 个 。 下 面 我 们 将 
要 考察 儿 个 其 他 的 例子 ， 这 些 例子 将 在 本 书 其 余 几 章 讨论 。 

第 一 个 例子 就 是 通常 所 说 的 “ 直 尺 函数 ”， 是 在 约翰 尼斯 "卡尔 " 托 
梅 (1840 一 1921) 于 1875 年 所 写 的 一 本 书 中 提出 的 ， 这 是 一 个 简单 但 是 
带 有 挑战 性 的 例子 。 他 在 介绍 直 尺 函数 时 用 这 样 的 开场 白 :“ 在 单独 的 点 
连续 或 者 不 连续 的 可 积 函 数 是 五 花 八 门 的 ， 但 是 最 重要 的 是 识别 那些 通 
常 是 无 限 不 连续 的 可 积 函 数 。” 中 

托 梅 国 数 是 在 开 区 间 (0,1) 上 由 

ns x- p/q 为 最 简 形式 的 有 理 数 
0, x 为 无 理 数 
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定义 的 国 数 。 由 此 可 知 ， 








之 下 ， 图 中 散 列 点 的 密集 程度 是 难以 想象 的 。 这 个 














r(1/5)=r(2/5)=r(4/10)=1/5 ， 而 r(r/16)= 
r(1/ V2) =0 。 图 10-1 显示 这 个 函数 在 =117 之 上 的 部 分 图 形 ;在 >=1/7 


尺 上 的 垂直 刻度 ， 因 而 得 名 。 
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应 用 前 一 章 引 进 的 -6 定义， 很 容易 证 明 下 面 的 引 理 。 
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图 形 由 于 呈现 一 条 直 
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O 1/2, 1/3, 2/3, 3/4, 1/5, 3/5[] 450000000000000 
DügaggugauauesttdteuttluebBtle2éa-241 000 0,1000 
DO0000000000000c00mD000000 «xaxa! rtr 
xz0O0OO0O00000000000 xpa 000000000000 
Ir(x)-0|2|r(p/q)]| -1g«VN«el] l1 B p/asall Dl U D] a-o, 
aô) 0040000 x0000D0 x DOOOO0OO0O0 
|r(x)-0|=0<ce 0 00000000 e>00 0000000 ésor 
00 0«ix- a|«só 0 B D 1p769-0]«e D ü 0000000000 
limr(x) - 0[] " 

以 这 个 引 理 作 后 盾 ， 我 们 可 以 证 明 直 尺 函 数 具 有 极为 惊人 的 性 质 : 
它 在 区 间 (0, 1) 的 每 个 无 理 数 点 是 连续 的 ， 而 在 其 中 每 个 有 理 数 点 是 不 
连续 的 。 这 是 立即 可 得 的 结果 ， 因 为 如 果 a 为 无 理 数 ， 那 么 根据 引 理 ， 
fi r(a) : 0 z limr(x) 恰好 符合 ro 在 大 4 连 续 的 柯 西 定 义 。 另 一 方面 ， 
如 果 a=p/g 是 一 个 最 简 形 式 的 有 理 数 ， 那 么 









































































































































































































































































































































r(a) - r(p/q) 1/q0-limr(x) 


所 以 直 尺 国 数 在 x=a 是 不 连续 的 。 

这 个 结果 向 我 们 展现 一 种 奇特 的 情景 : 直 尺 函数 在 无 理 数 点 是 连续 
的 我们 越 来 越 不 可 靠 的 直觉 把 它 视 为 “不 间断 的 ")， 而 在 有 理 数 点 是 
不 连续 的 (“间断 的 ”)。 绝 大 部 分 人 会 发 觉 ， 函数 的 连续 点 同 不 连续 点 能 
够 如 此 缠 结 在 一 起 是 难以 想象 的 。 但 是 ， 上 面 的 数学 论证 是 明确 无 误 的 
而 不 是 模棱两可 的 。 

我 们 把 直 尺 函数 的 定义 域 从 区 间 (0,1) 扩展 到 全 部 实数 集 ， 这 将 会 
是 有 用 的 。 为 此 目的 , 令 新 函数 在 每 个 整数 点 取 值 1， 并 且 把 rx) 的 拷贝 
置 于 每 个 子 区 间 (1, 2), (2, 3), … 之 上 。 更 确切 地 说 ， 我 们 定义 扩展 的 直 尺 
KZ RA 
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1, x 为 整数 
R(x)eir(x-n, xii ncxentl, n>0 HEDER 
r(x*n*l) xil-(n-l)«x«-n, n20 HEREA 
按照 上 面 的 定义 ， 对 于 任何 实数 4， 我 们 有 lim RQ)) = 0 ， 所 以 在 每 个 
无 理 数 点 是 连续 的 ， 而 在 每 个 有 理 数 点 是 不 连续 的 。 
直 尺 函数 提出 一 个 自然 的 问题 :“ 怎 样 反 转 角色 方 能 创建 一 个 在 每 
个 有 理 数 点 连续 而 在 每 个 无 理 数 点 不 连续 的 函数 ? ”这 个 问题 虽然 说 起 
来 非常 简单 , 但 是 它 的 解答 是 很 深奥 的 ， 而 且 是 极为 有 趣 和 令 人 着 迷 的 。 
这 将 是 下 一 章 讨论 的 主题 。 
直 尺 函数 值得 注意 的 另 一 个 原因 ， 在 于 它 不 连续 的 范围 尽管 是 无 
限 的 ， 然 而 它 在 区 间 [0, 1] 是 可 积 的。 自然 ， 这 就 是 托 梅 在 上 面 那 本 书 的 
开场 白 中 道 出 的 实质 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 利用 第 7 章 中 的 黎 曼 可 积 
性 条 件 。 
我 们 从 一 个 4 >0 的 值 和 一 个 固定 的 函数 振幅 o> 0 开始 。 然 后 选择 
一 个 满足 UN < o 的 自然 数 N。 按 照 前 面 的 论证 ， 我 们 知道 区 间 [0, 1] 
仅 含有 有 限 个 最 简 形式 的 有 理 数 pla, IE ROSIN, Wikii, X 
些 最 简 形式 的 有 理 数 的 分 母 不 大 于 N。 我 们 令 M 为 这 种 最 简 形式 的 有 
理 数 的 个 数 ， 并 且 划 分 区 间 [0, 1] 使 其 中 每 个 最 简 形式 的 有 理 数落 入 宽 
度 为 42M 的 一 个 子 区 间 内 。 我 们 把 这 些 子 区 间 称 为 A 类 子 区 间 ， 也 就 
是 函数 振幅 超过 o 的 子 区 间 。 用 黎 曼 的 术语 ， 我 们 有 
d d d 
(ey 0, 2 < «(5 )-2 
所 以 当 d 一 0 时 s(o) — 0 。 这 正好 是 黎 曼 需要 建立 的 可 积 性 条 件 。 换 名 
话说 ,积分 |, RCDdx 存在 。 当 知道 这 个 积分 存在 后 ， 我 们 很 容易 进一步 
证 明 | RG)dx 20 。 
应 当 说 明 ， 直 尺 函 数 所 扮演 的 角色 同 第 7 章 中 的 黎 曼 病态 函数 是 相 
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仿 的 。 这 两 种 函数 都 是 无 限 不 连续 的 ， 然 而 又 都 是 可 积 的 。 它 们 之 间 的 
主要 差异 在 于 直 尺 国 数 更 为 简单 ， 而 在 某 些 情况 下 ， 小 小 的 简单 性 却 是 
不 可 轻视 的 。 

这 些 例 子 提出 一 个 令 数 学 家 们 神往 的 问题 。 回 忆 一 下 ， 狄 利克 雷 函 
数 是 处 处 不 连续 的 和 非 黎 曼 可 积 的 。 相 反 ， 直 尺 函 数 仅 在 有 理 数 点 是 不 
连续 的 ,并且 是 可 积 的 。 毫 无 疑问 ， 直 尺 国 数 存 在 一 种 极端 的 不 连续 性 ， 
然而 它 仍 然 具备 足够 的 连续 性 使 其 成 为 可 积 的 。 和 凭借 这 样 的 证 据 ， 数 学 
家 们 猜测 ， 一 个 黎 曼 可 积 国 数 虽 说 可 能 是 不 连续 的 ， 但 是 不 至 于 过 分 地 
不 连续 。 函数 的 连续 性 与 可 积 性 问题 将 使 分 析 学 家 们 在 19 世纪 剩余 的 岁 
月 忙 得 不 亦 乐 乎 。 从 本 书 最 后 一 章 我 们 会 看 到 ， 这 个 举世 瞩目 的 问题 是 
BFR e 勒 贝 格 着 手 研究 并 于 1904 年 最 终 解决 的 。 

我 们 在 下 面 举 出 的 三 个 例子 是 相互 关联 的 ， 所 以 可 以 把 它们 放 在 一 
起 考察 。 像 直 尺 函数 一 样 ， 这 儿 个 函数 具有 令 人 惊奇 的 特性 ， 所 以 是 大 
多 数 分 析 学 教科 书 务必 讨论 的 。 

首先 ， 我们 定义 函数 

sa-| 











cos(1/x), x £0 

0, x0 

并 且 在 图 10-2 p mH CKK., xE, HOGAR x 无 限 增加 ， 

致使 cos( Lx) £E JE EXIT) TE fap SALA 71 到 1 无 限 次 地 来 回 摆动 。 如 果 用 一 

种 委婉 的 说 法 ， 那 就 是 函数 SQ) 在 原点 附近 剧烈 地 振荡 。 
通过 引进 序列 {1/kr} (k=1, 2, 3, …) ， 并 且 考 察 函数 图 形 上 对 应 于 

V kn 的 点 ， 我 们 证 明 不 存在 极限 limS(x) 。 如 图 10-2 中 所 示 , 我 们 的 函 

数 交替 地 选取 峰值 与 谷 值 。 就 是 说 ， 我 们 有 limQ/kr) 20 ， 但 是 

lim S(1/ kn) = lim[cos(kz)] = lim(-D^ 。 由 于 后 面 这 个 极限 不 存在 ， 极 限 

lim S(x) 也 就 不 存在 ， 而 这 本 身 又 意味 着 S(x) 在 x=0 是 不 连续 的 。 
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与 此 相关 的 第 二 个 函数 是 
T(x) -| 


xsin(1/ x), x £0 
0, xz0 


它 的 图 形 在 图 10-3 中 给 出 。 由 于 函数 定义 中 包含 乘 数 x， 当 x 趋 近 原点 
时 7 了 的 无 限 次 振荡 逐渐 衰减 。 
在 任何 非 零点 , 7 了 是 两 个 连续 函数 y=x 和 y= sin1/x) 的 乘积 , 所 以 





它 本 身 是 连续 的 ,由 于 -|x|& xsin(1/x) |x| 和 lim(-|x|)=0=lim|x|， 





挤 压 定理 保证 lim7(x)=0=7(0) , 所 以 了 T 在 x=0 也 是 连续 的 。 总之, T 
一 个 处 处 连续 的 函数 。 它 经 常 被 作为 一 个 例子 引用 ， 用 来 说 明 函 数 
“连续 的 ”与 “一 笔 就 可 以 画 出 图 形 ” 不 是 同一 回 事 。 在 初级 微 积 
教程 中 ， 后 面 这 种 表述 可 能 算是 一 种 有 用 的 特征 ， 但 是 在 原点 的 邻 
内 ， 不 可 能 用 所 有 这 样 上 下 振荡 的 值 绘制 了 =T) 的 图 形 。 

















pr gu 





du 





E 
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图 10-3 











最 后 ， 我 们 来 考察 第 三 个 国 数 ， 这 是 三 个 相关 国 数 中 最 富 刺 微 性 的 

函数 ， 其 定义 为 
UG)- a sin(1/ x), x#0 
0, x=0 

表达 式 中 的 二 次 系数 x 加 速 函数 曲线 在 原点 附近 的 衰减 。 由 于 U(x) = 
Xx7T(x)， 而 其 中 两 个 因 式 是 处 处 连续 的 ， 所 以 U0 是 处 处 连续 的 函数 。 

这 时 困难 在 于 可 微 性 。 在 任何 点 xX 关 0 ,UU 无 疑 是 可 微 的 , 并 且 由 微 
分 法 则 有 U(x) = 2xsin(1/x) -cos(1/x) 。 函 数 在 x*=0 也 是 可 微 的 ， 这 是 
因为 


U'(0) = lim 























U(x)-U(0) -lim 
x-0 


x0 


aes 
x sinl/x) | lim[xsin(1 / x] =0 
x 





其 中 最 后 一 个 极限 利用 了 我 们 刚 见 到 的 同样 的 “ 挤 压 ”。 所 以 ， 尽管 函数 
U 的 值 在 原点 附近 无 限 次 地 上 下 摆动 , 它 在 那里 依然 具有 一 条 水 平 切线 。 
我 们 证 明了 UU 是 处 处 可 微 的 ， 它 的 导数 为 
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UW) = od cos(1/x) x0 
可 惜 这 个 导数 不 是 连续 函数 ， 我 们 只 要 再 次 考虑 序列 {1/kr}， 并 且 注 意 
极限 
limU ( 上 lim E sin(kmr) — cose) = lim[0 - (-)*] 

kn k| kt k> 


大 一 co 


并 不 存在 , 就 知道 这 一 点 。 因此 ，limU'(x) 是 不 存在 的 , 所 以 UV" 在 x=0 


是 不 连续 的 。 总 之 ,U0 是 一 个 具有 不 连续 导数 的 可 微 函 数 。 

这 个 例子 不 禁 使 我 们 想起 那个 著名 的 定理 ， 一 个 可 微 函数 是 连续 
数 。 对 于 这 个 定理 作出 如 下 修正 是 自然 的 :“ 一 个 可 微 函数 的 导数 必定 
连续 函数 。” 然而， 函数 U(x) 这 个 例子 表明 ， 这 个 修正 是 错误 的 。 

这 三 个 函数 同样 使 连续 性 同 介 值 定理 之 间 的 关系 出 现 混 乱 。 正 如 我 


ER 
是 








们 所 见 ， 柯 西 曾经 证 明 ， 一 个 连续 函数 必定 遍 取 介 于 它 的 任何 两 个 值 之 
间 的 所 有 值 。 Tn. 上 不 言 而 喻 的 事实 看 作 连 续 性 的 本 质 ， 而 
人 们 据 此 可 以 推测 ， 国 数 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 它 在 定义 域 的 每 个 区 
间 上 具备 介 值 特性 。 





但 是 ， 这 个 猜想 再 次 被 证 明 是 错误 的 。 让 我 们 考虑 上 面 第 一 个 例子 
的 函数 So， 把 它 作为 一 个 反面 例子 。 我 们 已 经 看 出 8 在 原点 是 不 连续 
的 ， 但 是 可 以 断定 它 在 每 个 区 间 上 具备 介 值 特性 。 

为 了 证 明 这 种 特性 ,假定 对 于 a<b 有 S(a) & r < S(5) 。 根 据 余弦 函 
数 的 性 质 ， 我 们 知道 -1 < < 1。 现 在 考察 下 面 两 种 情况 

首先 ， 如果 0<a<b, 或 者 a<4b<0， 那 么 5 在 整个 区 间 [a, b] Exi 
连续 的 ， 所 以 根据 介 值 定理 ， 对 于 (a, b) 中 的 某 个 c 有 S(O =7。 

Vida dc Reda et 
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之 间 取 值 时 ，l#x 在 2Nr 与 CXW+D 之 间 取 值 。 在 这 个 过 程 中 ，S(Co) = 
cos(1/ x) HJEM cos(2 NT) =1 连 续 地 变化 到 cos[(2X+DT] = -1。 根 据 介 值 


ZM, Eory gus Z (并 因此 而 在 a 与 5 之 间 ) 必定 存在 一 


个 满足 S(c)=r 的 c。 上 述 断 言 由 此 得 以 证 明 。 

总 而 言 之 ， 我 们 列举 的 三 个 例子 证 明了 一 个 可 微 函数 的 导数 并 非 一 
定 是 连续 的 ， 同时， 具备 介 值 特性 的 函数 未 必 一 定 是 连续 函数 。 这 两 个 
结论 似乎 显得 离奇 ， 然 而 还 有 一 个 更 令 人 吃惊 的 结果 。 

这 个 结果 是 由 法 国 数学 家 件 斯 腾 。 达 布 (1842—1917) 发 现 的 。 达 
布 以 对 分 析 学 的 两 大 贡献 而 闻名 于 世 。 第 一 , 他 简化 了 歼 曼 积分 的 推演 ， 
以 简便 得 多 的 方法 达到 同样 目的 。 当 今 的 分 析 学 教科 书 在 导入 积分 时 ， 
倾向 于 采用 达 布 精致 的 处 理 步 骤 而 不 用 黎 曼 原来 的 方法 。 

不 过 我 们 在 这 里 要 提出 的 是 达 布 的 第 二 个 贡献 。 Ed 
“ 达 布 定理 ”， 他 在 这 个 定理 中 证 明了 函数 的 导数 虽然 不 一 定 是 连续 的 ， 
但 是 必定 具备 介 值 特性 。 达 布 ni 
要 介绍 的 两 个 结果 : 其 中 一 个 是 ， 连 续 函数 在 有 界 闭 区 间 上 取 一 个 极 小 
值 ， 另 一 个 是 ， 如 果 g 是 可 微 函 数 ， 并 且 在 区 间 (a, b) 内 的 点 x=c 具 
有 一 个 极 小 值 ， 那 么 go)=0。 
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0=2z9=f)-r00 0000 f(0)=r 

00 'üanf«uveuxrfieaugsaagaggadd-cdnanmnanadnm 

读者 不 妨 回忆 一 下 柯 西 对 中 值 定 理 所 作 的 证 明 ， 为 了 推断 函数 取 中 
间 值 ， 他 假定 函数 的 导数 是 连续 的 。 如 今 我 们 看 出 ， 柯 西 可 以 抛 开 他 的 
假设 而 不 必 合 弃 其 结论 。 从 达 布 定理 还 可 以 推出 ,一 个 不 具备 介 值 特性 
的 函数 ， 例 如 狄 利克 雷 函 数 ， 不 可 能 成 为 某 个 阔 数 的 导数 。 

达 布 证 明了 导数 与 连续 函数 同样 具有 介 值 的 特性 。 这 又 提出 另外 一 
个 问题 :“ 一 个 导数 到 底 在 何等 程度 上 是 不 连续 的 ? ”我 们 在 本 书 第 13 
章 将 会 看 到 ， 对 于 这 个 问题 ， 勒 内 。 贝 尔 在 1899 年 提供 了 一 个 答案 。 

如 果 说 导数 遇 到 麻烦 ， 那 么 积分 会 遇 到 更 大 的 麻烦 。 以 往 我 们 指出 
过 ,即使 函数 序列 {由 是 点 态 收 敛 的， 对 于 取 极 限 和 求 积分 的 过 程 , 一般 
不 能 推断 
































lim | f^ 7, cox |= f [imax a) 


魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 一 致 收敛 是 保证 交换 极限 与 积分 的 充分 条 件 ， 但 是 
不 能 反 过 来 成 为 必要 条 件 。 这 就 是 说 ,已 经 发 现 若干 函数 序列 {有 } 的 例子 ， 
它们 是 点 态 收 敛 而 非 一 致 收敛 的 , 但 是 式 (1) 对 它们 依然 成 立 。 数 学 家 
们 或 许 忽 略 了 某 个 中 间 条 件 ， 这 种 条 件 不 具有 一 致 收敛 那样 强 的 限制 ， 
却 使 我 们 能 够 进行 所 渴求 的 对 取 极 限 与 求 积分 的 交换 。 

或 者 一 一 乍 看 起 来 这 是 极端 不 可 能 的 “或 者 ”, 歼 曼 积分 的 定义 也 许 
存在 缺陷 。 按 照 黎 曼 的 做 法 ， 他 在 处 理 积分 中 可 能 误 入 歧途 ， 走 上 一 条 
需要 某 些 特殊 条 件 才能 使 式 (1) 成 立 的 道路 。 倘 若 果真 如 此 ， 那 么 可 以 
把 他 的 积分 视 为 不 完善 的 。 

从 表面 上 判断 ， 这 无 异 于 异端 那 沉 ， 因 为 歼 曼 积分 已 经 成 为 数学 分 
析 的 支柱 。 达 布 把 它 描述 为 “ 唯 有 最 聪慧 的 人 才能 取得 的 ”一 个 创举 。 呈 保 
罗 “。 杜 布 瓦 * 雷 蒙 则 这 样 表达 他 的 信念 ， 黎 曼 的 定义 是 无 法 再 改进 的 ， 
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因为 它 把 可 积 性 的 概念 延伸 到 最 大 限度 。" 不 过 ， 正 如 我 们 将 会 见 到 的 
那样 ， 种 种 美中不足 促使 大 家 研究 定义 范围 更 广阔 的 积分 。 这 一 研究 的 
结果 就 是 20 世纪 初 建立 的 勒 贝 格 积分 论 。 










































































































































































概括 起 来 说 ， 上 述 儿 个 函数 提出 了 这 样 一 些 问 题 . 

9000000000000000000000U00000 

900000000000000000000U00 

0000000000000000000 

o000000000000000000000 

虽然 这 里 并 没有 列举 所 有 的 问题 ,但 是 已 经 举 出 的 这 些 癌 题 是 数学 
分 析 在 19 世纪 的 最 后 四 分 之 一 世纪 所 面 对 的 关键 性 问题 。 由 于 这 些 问题 


的 特殊 本 质 ， 在 柯 西 、 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 分 析 学 作出 贡献 之 前 是 很 
难 被 提出 来 的 ， 就 更 不 用 说 给 予 回答 了 。 随 着 问题 变 得 越 来 越 复 杂 ， 求 
解 也 就 需要 越 来 越 周密 的 推理 。 在 本 书 余 下 的 儿童 中 ， 我 们 将 简要 地 曾 
述 如 何 寻 找 这 四 个 问题 的 答案 。 

不 过 , 我 们 的 第 一 站 将 停留 在 格 奥 尔 格 。 康 托 尔 于 1874 年 所 写 的 一 
篇 论文 上 ， 正 是 这 位 天 才 促成 了 集合 论 的 诞生 ， 并 且 运 用 他 的 思想 重新 
证 明了 超越 数 的 存在 。 他 的 成 就 同时 说 明 这 样 一 个 道理 ， 对 于 人 们 长 期 
以 来 认为 已 经 解决 的 问题 再 展开 思考 ， 还 是 会 大 有 神 益 的 。 
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格 奥 尔 格 。 康 托 尔 (1845—1918) 


格 奥 尔 格 " 康 托 尔 于 1883 年 写 下 这 样 的 名 句 :“ 数 学 的 本 质 在 于 它 
超然 的 自主 性 。” “在 数学 家 中 很 少 有 人 如 此 彻底 地 信奉 这 个 原则 , 也 很 
少 有 人 像 康 托 尔 那样 如 此 从 根本 上 改变 了 这 门 学 科 的 性 质 。Joseph 
Dauben 在 对 康 托 尔 著作 的 研究 中 ， 把 他 描绘 成 “数学 史上 最 富 于 想象 力 
的 和 最 有 争议 的 人 物 之 一 ”"。" 在 这 一 章 ,， 我 们 要 证 实 这 种 评价 为 什么 说 
是 公允 的 。 

康 托 尔 出 生 在 一 个 音乐 世家 ， 在 他 的 性 情 中 ， 更 多 的 是 浪漫 的 艺术 
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家 那 一 面 ， 而 不 是 务实 的 技术 专家 这 一 面 。 他 从 事 的 研究 工作 最 终 使 他 
超越 数学 领域 而 进入 形而上学 和 神学 的 疆界 。 他 提出 了 很 多 惊世骇俗 的 
论断 。 例 如 ， 他 声称 莎士比亚 的 真 作 是 弗朗西斯 * 培根 写成 的 ， 再 有 ， 
他 认定 自己 关于 无 穷 性 的 理论 证 明了 上 帝 的 存在 。 康 托 尔 坚定 不 移 地 鼓 
歇 这 样 一些 信 念 ， 使 他 走 上 一 条 足 远 支持 者 和 助长 反对 者 的 道路 。 

与 此 同时 ， 他 在 生活 中 也 遇 到 麻烦 。 他 曾 一 次 又 一 次 地 遭受 严重 抑 
郁 症 的 折磨 ， 以 至 最 后 酿 成 反复 发 作 的 躁 狂 抑郁 症 ， 使 他 丧失 一 向 追求 
的 “精神 活力 ”。 外 康 托 尔 一 次 又 一 次 地 被 送 往 人 们 通常 所 说 的 神经 病院 ， 
在 那里 接受 他 们 提供 的 治疗 。 康 托 尔 于 1918 年 病逝 在 一 家 精神 病 医疗 机 
构 ， 走 完了 他 郁郁 寡 欢 的 人 生路 。 

这 样 的 坎坷 无 损 于 康 托 尔 在 数学 上 取得 成 功 。 尽 管 遭 遇 不 幸 ， 他 依 
然 彻底 改变 了 这 门 学 科 ， 而 数学 的 自主 性 是 康 托 尔 情 有 独 钟 的 。 



































实数 的 完备 性 


青年 时 代 的 康 托 尔 就 读 于 柏林 大 学 ， 成 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 门生 。 在 
学 习 期 间 , 他 于 1867 年 写 了 一 篇 关于 数论 的 专题 论文 , 这 是 一 个 完全 不 
同 于 后 来 使 他 闻名 于 世 的 领域 。 他 的 研究 工作 把 它 引 向 传 里 叶 级 数 并 且 
最 终 转 到 分 析 学 的 基础 理论 。 

正如 我 们 所 知 , 19 世纪 把 微 积分 的 研究 直接 建立 在 极限 的 基础 之 上 。 
这 时 已 经 清楚 地 看 到 ， 极 限 本 身 要 依赖 于 实数 系 的 性 质 ， 其 中 最 为 重要 
的 一 个 性 质 就 是 我 们 现在 所 说 的 完备 性 。 如 今 ， 学 生 们 可 能 接触 到 以 不 
同形 式 表达 的 实数 的 完备 性 ， 然 而 它们 在 逻辑 上 是 等 价 的， 例如 : 























C1 00000000000000000 
C2 00000000000 
c3 U0U0000000000000000 
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对 于 需要 快速 回忆 的 读者 ， 我 们 提醒 一 下 ， 一 个 柯 西 序列 {xx} 是 指 
对 于 每 个 e>0， 存 在 一 个 正 整 数 N， 只 要 m 和 nn 是 大 于 或 者 等 于 NN 的 正 
整数 ， 就 有 | -x |<E 。 换 名 话说 ， 柯 西 序列 是 这 样 一 种 序列 ， 它 们 的 
项 之 间 变 得 越 来 越 接 近 并 且 保 持 下 去 。 我 们 在 第 6 章 简要 地 陈述 过 这 种 
思想 。 

同样 , 称 MM 为 一 个 非 空 集合 4 的 上 界 , 是 指 对 于 4 中 的 所 有 元 素 a, 
有 a<M; 称 4 为 4 的 最 小 上 界 或 者 上 确 界 ， 是 指 (1) 4 是 4 的 一 个 上 界 ， 
(2) 如 果 M 是 4 的 任意 上 界 ， 那么 4 <M。 对 于 这 些 概 念 ， 任 何 一 本 数学 
分 析 教 科 书 中 都 介绍 过 。 

还 有 一 种 用 区 间 套 术语 定义 的 完备 性 ， 它 在 下 面 儿 章 中 将 扮演 一 个 
重要 角色 。 此 外 ， 为 了 阐明 接 下 来 做 什么 工作 ， 我 们 需要 几 个 定义 。 

一 个 闭 区 间 [a, 5] 磐 套 在 [4, BIN, Ætla, 5] 是 [4, 8] 的 一 个 子 集 。 这 
无 异 于 说 满足 条 件 4<a<b<B。 我 们 进一步 假定 存在 一 个 有 界 闭 区 间 的 
序列 ， 其 中 每 个 区 间 秽 套 在 它 前 面 那个 区 间 内 ， 如 像 [au bi] 2 a, b] 2 
[ca, b3] 2-2 [an bj] 二 …。 这 样 一 个 区 间 序 列 称 为 递减 序列 。 利 用 这 种 
序列 我 们 可 以 引进 实数 完备 性 定义 的 另外 一 种 形式 .: 

c4 000000000000000000000000000 

值得 回顾 一 下 ， 为 什么 我 们 讨论 的 区 间 必 需 同时 是 闭 区 间 和 有 界 区 
间 。 请 看 ， 闭 区 间 (但 不 是 有 界 区 间 ) 的 递减 序列 

[l 59) 2[2, 9) 2[3; 9) 2^ 2[k, ) 2 t 

没有 同属 于 它们 之 中 所 有 区 间 的 点 ;同样 ， 有 界 区 间 (但 不 是 闭 区 间 ) 
的 递减 序列 


(0, 1) 2(0, 1/2) 2(0, 1/3) 2--- 2 (0, 1/k) 2-- 
(用 集合 论 中 的 术语 ) 只 有 一 个 空 的 交集 。 尽 管 在 19 世纪 ， 分 析 学 界 的 
前 辈 们 通常 忽略 这 样 的 差别 ， 不 过 我 们 在 应 用 C4 之 前 而 准备 的 区 间 将 
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同时 为 闭 区 间 和 有 界 区 间 。 

在 实数 完备 性 的 这 四 种 体现 形式 中 ， 每 一 种 都 保证 存在 某 个 实数 ， 
它 是 一 个 序列 收敛 的 极限 ， 或 者 成 为 一 个 集合 所 具有 的 最 小 上 界 ， 或 者 
是 一 个 怠 套 区 间 集 中 所 有 区 间 的 公共 点 。 在 数学 家 们 探索 微 积 分 的 逻辑 
基础 的 过 程 中 ， 他 们 认识 到 ， 这 种 存在 对 于 他 们 在 理论 上 追求 的 目标 而 
言 通常 已 经 足够 了 。 无 须 明 确 地 求 出 一 个 实数 ， 只 要 得 知 某 处 存在 一 个 
实数 可 能 就 足够 了 。 实 数 的 完备 性 所 提供 的 就 是 这 种 保证 。 

人 们 也 许 会 问 : 实数 的 完备 性 既然 如 此 重要 ， 那 么 我 们 如 何 证 明 这 
种 性 质 的 存在 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 需 要 数学 家 们 对 实数 系 本 身 了 如 指 
擎 。 从 自然 数 出 发 ， 一 项 直接 的 任务 是 定义 整数 ， 包 括 正 整数 、 负 整数 
和 数 零 ， 再 从 整数 定义 有 理 数 。 但 是 我 们 能 够 从 更 基本 的 数 系 建立 实数 
吗 ， 正 如 通过 整数 定义 有 理 数 那样 ? 

对 于 这 个 问题 ， 给 出 肯定 回答 的 是 康 托 尔 ， 同 时 ， 他 的 朋友 理 查 
德 ， 戴 德 金 (1831 一 1916) 也 独立 地 给 出 这 种 回答 。 

康 托 尔 的 实数 系 的 结构 以 有 理 数 的 柯 西 序列 的 等 价 类 为 基础 。 戴 德 
金 的 方法 则 采用 把 有 理 数 分 为 不 相交 类 的 划分 ， 也 就 是 通常 所 说 的 “ 戴 
德 金 分 割 ”。 对 于 这 些 问 题 的 彻底 讨论 将 会 使 我 们 远离 正题 , 对 本 书 而 言 ， 
用 有 理 数 构造 实数 是 一 个 略微 深奥 的 主题 ， 而 且 对 大 多 数 分 析 学 教程 来 
说 ， 这 实际 上 也 是 颇 为 神秘 的 。 然 而 ， 康 托 尔 和 戴 德 金成 功 地 完成 了 这 
种 构造 ， 然 后 运用 他 们 的 思想 证 明 实 数 的 完备 性 ， 作 为 他 们 新 开辟 的 领 
域 的 一 个 定理 。 

可 以 把 这 个 成 就 视 为 微 积分 同 儿 何 学 分 离 的 决定 性 步骤 。 戴 德 金 和 
康 托 尔 最 终 回 归 到 算术 的 基础 一 一 自然 数 ， 由 此 到 达 实 数 ， 然 后 证 实 它 
的 完备 性 ， 而 最 终 使 全 部 分 析 学 得 以 建立 起 来 。 他 们 取得 的 这 个 成 就 使 
他 们 两 人 获得 一 个 贴切 的 但 是 逝 口 的 绰号 :“ 分 析 学 的 算术 化 家 ”。 
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区 间 的 不 可 数 性 


康 托 尔 在 1874 年 写 了 一 篇 题 为 “ 论 全体 实 代数 数 的 总 体 性 质 ” 的 论 
文 。" 在 这 篇 文章 中 他 采用 “区 间 的 不 可 数 性 ”作为 标题 ， 选 择 这 个 标 
题 并 不 是 为 了 定义 实数 。 这 是 数学 史上 的 一 座 里 程 碑 ， 用 Joseph Dauben 
的 话说 ， 这 展示 了 康 托 尔 “对 于 提出 深刻 的 问题 以 及 不 时 探索 始 料 未 及 
的 解法 以 至 寻求 非 正统 答案 的 天 赋 ”。m 

很 奇怪 ， 这 篇 论文 的 重要 意义 被 它 的 标题 掩盖 了 ， 因 为 关于 代数 数 
的 结果 只 不 过 是 文章 的 真正 革命 性 思想 的 一 个 推论 ， 尽 管 是 最 有 价值 的 
推论 。 简 单 地 说 ， 这 个 思想 就 是 一 个 序列 不 能 穷 举 一 个 开 区 间 中 的 全 部 
实数 。 正 如 我 们 将 会 看 到 的 那样 ， 康 托 尔 的 论证 包含 了 实数 的 完备 性 性 
质 ， 因 此 把 它 放 在 实 分 析 的 领域 是 恰当 的 。 
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3 - nnn : 
而 今 ， 在 这 个 定理 前 面 通 常 要 加 上 少许 术语 。 如 果 一 个 集合 同 自然 


数 集 之 间 能 够 一 一 对 应 ， 我 们 把 它 定 义 为 可 数 集 。 序 列 显 然 是 可 数 的 ， 
因为 所 需 的 对 应 表现 为 下 标 同 自然 数 的 对 应 。 不 能 同 自然 数 集 一 一 对 应 
的 无 穷 集 称 为 不 可 数 集 。 于 是 ， 我 们 把 上 述 结果 的 特征 描述 为 实数 的 任 





何 开 区 间 是 不 可 数 的 。 
康 托 尔 关于 这 个 问题 的 思想 





变 是 很 有 趣 的 。 在 整个 19 世纪 70 年 


演 
代 初 期 ， 他 都 在 揽 思 昔 索 实数 的 基本 性 质 ， 试 图 建立 完全 同 有 理 数 分 离 
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的 实数 。 显 而 易 见 ， 完 备 性 是 一 个 关键 性 的 差别 ， 这 种 性 质 在 某 种 程度 
上 体现 了 由 实数 的 “连续 统 ” 所 指 的 意思 。 

但 是 康 托 尔 开始 猜测 这 两 种 集合 在 元 素数 量 的 充裕 性 上 存在 差异 ， 
如 今 我 们 把 这 种 充裕 性 称 为 它们 的 “基数 性 ”。 康 托 尔 于 1873 年 11 月 ， 
把 他 对 自然 数 同 实数 可 能 以 某 种 一 一 对 应 方式 匹配 的 怀疑 告诉 戴 德 金 。 
这 个 怀疑 隐 含 这 样 的 意思 ， 尽 管 两 种 集合 都 是 无 限 的 ， 但 是 实数 集 的 元 
素 要 多 得 多 。 

在 经 过 所 有 可 能 的 尝试 后 ， 康 托 尔 未 能 对 他 的 直觉 猜测 提供 证 明 。 
他 带 着 某 种 受挫 的 心理 写 信 给 戴 德 金 说 :“ 我 异常 强烈 地 倾向 于 这 样 一 
种 判断 ， 在 自然 数 同 实数 之 间 不 容许 出 现 这 样 的 一 一 对 应 ， 但 是 我 没有 
找到 理由 。” P 仅 在 一 个 月 之 后 ， 康 托 尔 取得 了 一 次 突破 。 他 把 他 的 证 
明 作为 一 份 圣 诞 节 礼 物 寄 给 戴 德 金 ,并 且 在 收 到 这 位 朋友 的 建议 后 加 以 
整理 和 发 表 ， 这 就 是 我 们 在 上 面 所 见 的 证 明 。 持 久 不 懈 的 探索 终究 获得 
报 赏 。 

对 于 康 托 尔 后 来 关于 非 可 数 性 的 “对 角 化 ”证 明 有 所 了 解 的 读者 ， 
可 能 会 惊奇 地 发 现 ， 他 在 1874 年 给 出 的 推理 是 全 然 不 同 的 。 对 角 化 论 
证 出 现在 康 托 尔 1891 年 的 一 篇 论文 中 ， 他 把 它 描述 为 一 种 “非常 简单 
的 证 明 ”。 呈正 如 我 们 所 见 , 在 1874 年 的 证 明 中 引用 了 完备 性 性 质 , 而 
对 角 化 证 明 适 用 于 与 完备 性 不 相干 的 情形 ,完全 不 同 于 真正 的 分 析 约 束 
条 件 。 

虽然 后 一 种 论证 更 为 常见 ， 但 是 前 一 种 论证 代表 历史 的 开端 ， 所 以 
在 这 里 介绍 它 。 我 们 再 次 强调 ， 康 托 尔 当初 的 证 明 没 有 使 用 像 可 数 性 一 
类 的 术语 ， 也 未 提出 关于 无 限 基数 的 特别 问题 。 所 有 这 些 都 是 后 来 引进 
的 。 在 1874 年 ， 他 只 证 明了 一 个 序列 不 可 能 穷 举 一 个 开 区 间 。 

但 是 ， 为 什么 任何 人 都 应 予 关注 呢 ? 这 是 一 个 很 有 价值 的 问题 ， 而 
康 托 尔 得 到 了 一 个 引 人 注 目的 答案 。 
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再 论 超越 数 的 存在 


回忆 一 下 ， 康 托 尔 的 论文 所 冠 的 标题 是 “ 论 全体 实 代数 数 的 总 体 性 
质 ”。 到 这 时 , 已 经 提 到 了 代数 数 , 但 是 对 于 这 个 标题 所 指 的 这 些 数 的 “ 特 
性 ”尚未 作 任何 说 明 。 现 在 到 了 澄清 这 些 遗 漏 问题 的 时 候 了 。 

我 们 已 经 知道 ， 如 果 一 个 实数 是 某 个 整 系数 多 项 式 方程 的 解 ， 那 么 
它 是 代数 数 。 有 无 穷 多 这 样 的 数 〈 例 如 任何 有 理 数 ) ， 并 且 对 于 刘 维 尔 来 
说 ， 寻 找 置 身 于 这 个 代数 数 家 族 之 外 的 一 个 数 ， 曾 经 是 一 件 非常 困难 的 
事情 。 
在 对 这 个 问题 深思 熟 虑 的 基础 上 ， 康 托 尔 断言 可 能 用 一 个 序列 列举 
出 这 种 代数 数 。 乍 看 起 来 ， 这 似乎 是 十 分 充 廖 的 结论 。 为 了 证 实 他 的 断 
言 ， 需 要 生成 具有 两 个 密切 相关 性 质 的 一 个 序列 : (1) 序列 的 每 一 项 都 是 
代数 数 ，(2) 每 个 代数 数 均 处 于 序列 的 某 个 位 置 上 。 要 做 到 这 一 点 ， 一 种 
聪明 的 方法 必然 是 采用 某 种 有 序 的 和 穷 举 的 方式 ， 然 而 康 托 尔 似乎 不 那 
么 聪明 。 他 却 从 引进 一 种 新 思想 入 手 。 

定义 00 PW)=ax"+bx" +tex +…+g(x)+h000000 n 
D0000000000 高 度 00O0O (=-D+lal+lol+lcl+…+1gl+l2lD 

例如 ，P(x)=2x -4x -5 的 高 度 为 (3-])+2+4+5=13 ， 而 
Q(x) = xf - 6x^ - 10x? +12x° - 60x +17 的 高 度 为 (6 — 1) 14-6 10 9 


















































12 + 60 + 17 = 111, 

显然 ， 一 个 整 系 数 多 项 式 的 高 度 必 定 是 一 个 自然 数 。 不 仅 如 此 ， 任 
何 代数 数 有 一 个 次 数 最 小 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 假定 在 它 的 系数 之 间 不 存 
在 除 1 之 外 的 公 因数 。 这 些 约定 将 会 简化 即将 提出 的 任务 。 

康 托 尔 依次 收集 全 部 代数 数 : 首先 是 高 度 为 1 的 多 项 式 产生 的 代数 
数 ， 其 次 是 高 度 为 2 的 多 项 式 产生 的 代数 数 ， 然 后 是 高 度 为 3 的 多 项 式 
产生 的 代数 数 ， 如 此 进行 下 去 。 这 样 做 是 把 代数 数 排列 成 一 个 无 穷 序列 
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的 关键 步骤 ， 在 此 用 {od 表 示 这 个 序列 。 

为 了 看 清 这 个 操作 过 程 ， 我 们 注意 高 度 为 1 的 唯一 的 整 系数 多 项 式 
是 P(x)=1.x =x。 相 应 的 方程 P(x) = 0 的 解 是 第 一 个 代数 数 , 即 w =0。 

高 度 为 2 的 多 项 式 共 有 4 个 : 

PŒ =x, B(x)=2x, B(x) ox*l Bx) ex-l 

置 其 中 第 一 个 和 第 二 个 多 项 式 为 零 ， 产 生 解 X= 0 ， 我 们 不 再 考虑 这 个 
解 。 置 属 (z)=0 ， 给 出 第 二 个 代数 数 2-1; 置 已 (xz)=0， 给 出 第 三 个 
代数 数 =1. 

我 们 继续 进行 。 高 度 为 3 的 多 项 式 共 有 11 个 : 

PO)=x, 已 00 22x!, RO= +, P(X)=x -1, 





P(x)=x +x, B(x) 22x! -x, P(x) 23x, B(x) 22x41, 
Bx) -2x-1, BG) x*2, BG) x-2 
当 置 这 些 多 项 式 为 零 时 ， 我 们 求解 出 4 个 新 的 代数 数 : 
ets a; A a; =-2, a, 22 
2 2 

正如 康 托 尔 在 其 文章 的 标题 中 指出 的 那样 , 他 的 关注 点 仅 限于 实 代数 数 ， 
所 以 方程 0= R(x)=x +1 的 复数 解 对 这 个 集合 不 添加 新 元 素 。 

我 们 再 往 下 进行 。 高 度 为 4 的 多 项 式 共 有 28 个 ， 从 这 些 多 项 式 可 获 
得 另外 12 代数 数 ， 其 中 有 几 个 是 无 理 数 。 例 如 ， 多 项 式 P(x)=x? *x-1 


是 高 度 为 4 的 多 项 式 ， 由 它 产生 的 代数 数 是 二 让 和 一 5， 


2 2 
随 着 多 项 式 高 度 的 增加 ， 将 产生 越 来 越 多 的 代数 数 。 反 过 来 说 ， 任 
何 一 个 特定 的 代数 数 , 必定 出 自 某 个 整 系数 多 项 式 , 而 这 个 多 项 式 本 身 具 
有 某 个 高 度 。 例 如 ， 我 们 在 第 8 章 遇 到 的 代数 数 V2 + 5 是 多 项 式 方程 
x -6x* - 10x? «12x? 一 60x+ 17 =0 的 一 个 解 ， 这 个 多 项 式 的 高 度 为 111。 
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下 面 所 作 的 几 点 简单 说 明 使 康 托 尔 得 以 完成 他 的 论证 : 











































































































900000000000000000000000 
D0000000000000000000000000 abut 
0U0000000000 züm 
ouUu00000000000000000000000 
这 就 意味 着 ， 在 寻找 代数 数 的 过 程 中 ， 当 我 们 从 一 个 给 定 的 高 度 “ 进 入 ” 





时 ， 必 定 在 有 限 步 之 后 从 那个 高 度 退出 。 我 们 不 可 能 “ 陷 进 ”这 个 高 度 
的 次 调 ， 在 那里 试图 列举 出 无 限 个 代数 数 。 

由 此 可 见 ， 具 有 多 项 式 高 度 111 的 代数 数 V2 35 必定 在 序列 {ax} 
中 的 某 处 出 现 。 当 然 , 确定 它 在 序列 中 的 位 置 还 要 花费 一 些 时 间 , 但 是 这 
个 过 程 必 定 在 有 限 步 之 后 把 我 们 引 向 到 高 度 111， 然 后 在 遍历 这 个 高 度 的 
多 项 式 过 程 中 ， 再 经 过 有 限 步 之 后 到 达 x -6x -10x +12x? - 60x 417 。 
这 将 会 决定 V2+ 5 在 序列 fd 中 的 位 置 。 对 于 任何 一 个 实 代 数 数 , 我 们 
可 以 作出 同样 的 论断 。 所 以 ， 在 康 托 尔 的 文章 标题 中 提 及 的 代数 数 的 那 
个 “总 体 特性 ”， 按 照 现 代 的 说 法 就 是 代数 数 的 “可 数 性 ”。 

至 此 ， 康 托 尔 把 他 获得 的 两 个 结果 结合 起 来 : 首先 ， 一 个 序列 不 可 
能 穷 举 一 个 区 间 中 的 全 部 点 ;， 甚 次， 所 有 代数 数 构成 一 个 序列 。 单 独 
而 言 ， 这 两 个 结果 都 是 很 有 趣 的 。 把 它们 结合 在 一 起 ， 更 使 他 能 够 推 
断 所 有 代数 数 不 会 占据 一 个 开 区 间 上 的 全 部 点 。 因 此 ， 在 任何 一 个 开 
KE (e, B) 内， 必定 存在 一 个 超越 数 。 

或 者 ， 可 以 直截了当 地 说 存在 超越 数 。 

自然 ， 这 是 刘 维 尔 在 几 十 年 之 前 已 经 论证 的 结果 ， 那 时 他 证 明 


= 1 1 1 1 1 1 , HON : 
2.195 7 10 10? $ 106 ETE T 1079 +… 是 超越 数 。 为 了 证 实 超越 数 的 存 


在 ， 刘 维尔 不 懈 地 努力 并 且 找 到 了 一 个 超越 数 。 
康 托 尔 通过 完全 不 同 的 方法 达到 同一 目标 。 他 早 在 1874 年 发 表 的 论 
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文中 就 曾 许诺 “对 刘 维 尔 首次 证 明 的 定理 给 出 一 个 新 的 证 明 ”, 无 疑 他 实 
践 了 自己 的 诺言 。 忆 然而， 正如 我 们 所 见 ， 在 他 的 论证 中 没有 包含 一 个 
特定 超越 数 的 例子 。 这 显然 是 一 种 非 直接 的 证 明 。 

为 了 对 比 这 两 种 证 明 方法 ， 我 们 用 在 一 个 干草 堆 中 寻找 一 根 针 来 作 
类 比 。 我 们 可 以 想象 ， 极 端 勤劳 的 刘 维尔 ， 穿 上 他 的 旧 衣 衫 ， 徒 步 来 到 
田间 ， 在 炎炎 烈日 之 下 围绕 干草 堆 四 处 翻腾 。 儿 个 小 时 过 去 了 ， 他 主流 
决 背 ， 逃 避 的 猎物 一 一 一 根 针 突然 刺 痛 了 他 的 手指 。 相 形 之 下 ， 康 托 尔 
则 从 容 不 迫 ， 躲 在 屋子 里 运用 纯粹 的 逻辑 推理 方法 ， 证 明 干 草 堆 的 质量 
超过 其 中 干草 的 质量 。 他 由 此 推断 干草 堆 中 一 定 还 隐藏 着 别 的 东西 ， 就 
是 说 ， 质 量 的 超出 是 由 一 根 针 引起 的 。 不 像 刘 维尔 那样 ， 康 托 尔 依然 凉 
更 如 初 和 一 侍 不 染 。 

有 些 数学 家 受到 一 种 非 结构 性 证 明 的 困扰 ， 这 种 证 明 依赖 于 无 穷 集 
合 的 性 质 。 同 刘 维 尔 所 做 的 元 长 论证 相 比 ， 康 托 尔 的 证 明 则 显得 过 于 容 
易 ， 几 乎 像 变 戏法 一 样 。 年 轻 的 伯 特 兰 。 罗素 (1872—1970) 对 于 康 托 
尔 的 思想 作出 的 第 一 反应 ， 在 数学 家 当中 也 许 不 是 绝无仅有 的 。 他 在 其 
自传 中 写 道 : 
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像 罗素 一 样 , 数学 家 们 对 于 作为 一 位 革新 者 的 康 托 尔 给 予 高 度 赞扬 。 
他 在 1874 年 发 表 的 那 篇 论文 开创 了 分 析 学 的 一 个 新 时 代 , 其 中 集合 论 思 
想 在 应 用 上 同 魏 尔 斯 特 拉 斯 发 明 的 e- 2 方法 并 驾 齐 驱 。 

康 托 尔 的 工作 取得 许多 重要 结果 ， 其 中 不 少 确实 令 人 惊叹 。 例 如 ， 
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很 容易 证 明 ， 如 果 代 数 数 和 超越 数 都 是 可 数 的 ， 那 么 它们 的 并 集 ， 即 全 
体 实数 的 集合 ， 必 然 也 是 可 数 的 。 由 于 这 个 结论 是 不 正确 的 ， 康 托 尔 由 
此 识破 超越 数 构成 一 个 不 可 数 的 集合 , 因此 在 数量 上 远 远 超过 它们 的 “ 表 
亲 ” 代 数 数 。 对 于 这 两 种 数 的 多 寡 之 分 ，Eric Temple Bell 给 出 这 样 的 描 
述 :“ 代 数 数 犹 如 镶 典 在 长 空 夜幕 下 的 点 点 繁星 , 而 浓 黑 的 万 里 长 空 则 是 
EBORE TE." UT 这 是 一 种 令 人 陶醉 的 难以 想象 的 感受 ， 因 为 充足 的 
数 似乎 是 稀 琉 的 ， 而 稀 玻 的 数 似 乎 是 充足 的 。 在 一 定 的 意义 上 ， 康 托 尔 
证 明了 超越 数 是 干草 堆 中 的 干草 而 不 是 掉 进 草 堆 中 的 针 。 

还 有 一 个 相关 的 但 意义 更 深远 的 结果 , 那 就 是 “小 无 穷 集 合同 大” 
无 穷 集合 之 间 的 区 别 。 康 托 尔 证 明了 ， 一 个 可 数 集 尽管 是 无 穷 的 ， 然 而 
当 把 它 和 不 可 数 集 相 比 时 ， 它 的 无 穷 性 却 是 无 足 轻重 的 。 随 着 他 的 思想 
的 确立 ， 数 学 家 们 逐渐 认识 到 ， 在 解决 重要 问题 中 ， 如 此 不 值 一 提 的 可 
数 集 无 疑 是 值得 使 用 的 。 

我 们 将 会 看 出 ， 小 集合 和 大 集合 之 间 的 对 立 也 会 出 现在 其 他 的 分 析 
学 环境 中 。 在 19 世纪 初 ， 勒 内 。 贝 尔 发 现 了 一 种 “大 ”与 “小 ”的 对 比 ， 
这 种 分 歧 出 现在 他 所 说 的 集合 的 “类 型 ”中 ， 而 享 利 ， 勒 贝 格 在 他 称 为 
“测度 ”的 度量 中 发 现 了 另外 一 种 对 比 。 虽 然 基 数 、 类 型 和 测度 是 不 同 范 
畴 的 概念 ， 但 是 它们 都 提供 一 种 比较 集合 的 手段 ， 在 数学 分 析 中 被 证 实 
是 很 有 价值 的 。 
康 托 尔 还 致力 于 解决 有 关 无 穷 集合 的 其 他 问题 。 其 中 之 一 是 :“ 存 在 
比 区 间 的 基数 更 大 的 不 可 数 集 吗 ? ”关于 这 个 问题 他 给 出 肯定 的 回答 。 
另外 一 个 问题 是 :“ 存 在 基数 介 于 可 数 序列 和 不 可 数 区 间 之 间 的 一 种 无 
穷 集合 吗 ? ”在 解决 这 个 问题 时 ， 他 没有 取得 成 功 。 由 于 康 托 尔 的 远见 
卓识 和 不 断 的 研究 ， 集 合 论 迎 来 了 它 自 身 的 发 展 时 期 ， 在 这 个 阶段 它 完 
全 脱离 固有 分 析 学 所 关注 的 问题 。 不 过 , 这 一 切 都 源 于 1874 年 康 托 尔 所 
写 的 那 篇 论文 。 
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同 许多 推翻 历史 的 革命 家 不 一 样 ， 康 托 尔 在 有 生 之 年 亲眼 见 到 他 的 
思想 被 广大 学 术 界 接受 。 一 位 最 早 的 推崇 者 是 上 面 提 到 罗素 ， 他 把 康 托 
尔 描 绘 为 “19 世纪 最 伟大 的 知识 分 子 之 一 ”"。" "这 是 出 自 一 位 数学 家 、 
哲学 家 和 诺 贝 尔 奖 得 主 的 非 同 寻常 的 赞誉 。 

康 托 尔 的 另外 一 位 赞颂 者 是 意大利 的 数学 奇才 维 托 。， 沃 尔 泰 拉 。 他 
的 工作 将 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 分 析 学 同 康 托 尔 的 集合 论 巧妙 地 结合 在 一 起 ， 
这 正 是 我 们 在 下 面 一 章 要 讨论 的 主题 。 
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ce 第 Í 2 章 
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维 托 。 沃 尔 泰 拉 (1860—1940) 


在 19 世纪 后 半 叶 意大利 出 现 的 一 批 并 过 齐 驱 的 数学 家 中 ， 维 托 * IX 
尔 泰 拉 是 和 久负盛名 的 佼佼 者 。 同 他 的 同胞 朱 佩 蹇 " MER (1858—1932), 
犹 金 尼 奥 ， 贝 尔 特 拉 米 (1835 一 1900) 和 尤 里 斯 * 迪 尼 (1845—1918) 
一 样 ， 由 于 在 像 静 电学 和 流体 力学 这 样 的 应 用 科学 领域 以 及 像 数 学 分 析 
这 样 的 理论 研究 领域 作出 了 贡献 ， 他 在 科学 史上 留 下 不 可 磨 火 的 痕迹 。 
自然 ， 我 们 在 这 里 要 考察 的 是 他 的 后 面 一 种 贡献 。 

虽然 沃 尔 泰 拉 出 生 在 亚 德 里 亚 海 之 滨 ， 但 是 他 是 在 意大利 中 部 的 佛 
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罗 伦 陀 长 大 的 , 这 座 城市 是 意大利 文艺 复兴 运动 的 发 祥 地 。 (EDS PIED, 
沃 尔 泰 拉 币 律 于 伟大 艺术 家 米 开 朗 琪 罗 漫 步 过 的 街道 ， 就 读 于 以 诗人 但 
丁 和 科学 家 伽利略 命名 的 学 校 。15 世纪 和 16 世纪 佛罗伦萨 文艺 复兴 时 代 
的 气息 仿佛 渗入 了 他 的 骨髓 ， 因 为 沃 尔 泰 拉 酷 爱 艺 术 、 文 学 和 音乐 ， 正 
如 他 热爱 科学 一 样 。 他 癸 然 是 一 位 博学 多 才 的 文艺 复兴 式 的 人 物 ， 虽 然 
那 场 开始 于 佛罗伦萨 的 运动 已 经 过 去 了 三 个 世纪 。 

除 这 些 事业 外 ， 他 的 政治 勇气 也 是 值得 称赞 的 。 沃 尔 泰 拉 目睹 了 法 
西 斯 头目 墨 索 里 尼 在 20 世纪 20 年 代 的 发 迹 和 上 台 ， 他 站 在 公开 反对 的 
立场 ， 并 在 一 份 抵抗 这 个 政权 的 声明 上 签名 。 这 个 举动 最 终 使 他 丢掉 了 
工作 ， 然 而 这 让 他 成 为 意大利 那个 时 代 知 识 界 中 的 一 位 英雄 。 直 到 1940 
年 他 去 世 时 ， 意 大 利 尚未 摆脱 法 西 斯 统治 的 灾难 ， 但 是 沃 尔 泰 拉 已 经 为 
预期 中 的 美好 前 景 进行 了 奋勇 战斗 。 

如 果 说 晚年 时 代 的 沃 尔 泰 拉 展 现 出 了 巨大 勇气 ， 那 么 少年 时 代 的 他 
则 显示 了 绝顶 的 聪慧 。 年 幼 的 沃 尔 泰 拉 早 在 11 岁 时 就 阅读 了 大 学 水 平 的 
数学 教科 书 ， 给 他 青春 时 期 的 教师 们 留 下 深刻 的 印象 ， 并 且 还 在 高 中 时 
已 通过 某 种 途径 在 佛罗伦萨 大 学 谋求 得 物理 学 实验 助理 的 职位 。 他 在 学 术 
上 的 发 展 突飞猛进 ， 并 在 22 岁 时 所 写 的 物理 学 博士 论文 中 达到 顶峰 。 中 

在 这 一 章 我 们 要 讨论 沃 尔 泰 拉 的 两 项 早期 发 现 , 两 者 都 是 在 1881 年 
发 表 的 , 这 是 他 在 高 中 毕业 三 年 之 后 。 第 一 项 发 现 是 找到 一 个 病态 函数 ， 
在 不 断 增加 的 病态 函数 反例 表 中 又 增添 了 一 个 新 的 实例 ， 并 且 从 这 个 例 
子 找到 黎 曼 积分 中 以 往 从 未 引起 人 们 注意 的 一 个 漏洞 。 第 二 项 发 现 看 似 
矛盾 而 实际 是 正确 的 ， 就 是 获得 对 于 病态 函数 具有 其 自身 限度 的 证 明 ， 
因为 沃 尔 泰 拉 证 明了 这 样 一 个 定理 : 不 可 能 存在 在 每 个 有 理 数 点 连续 而 
在 每 个 无 理 数 点 不 连续 的 函数 。 这 样 一 种 函数 由 于 过 度 病 态 而 无 法 存在 。 
我 们 将 要 全 面 考查 这 个 定理 ， 不 过 先 从 那个 病态 函数 的 反例 的 简要 说 明 
开始 。 
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沃 尔 泰 拉 病 态 S5 E] 函数 


我 们 在 第 6 章 曾 见 过 微 积 分 基本 定理 的 第 二 种 形式 ， 由 柯 西 陈述 如 
Og qe a E Td ede. 
三 Feode= F() - F(a) ." 

不 严格 地 说 ， 这 表明 在 正确 条 件 下 导数 的 积分 恢复 其 原 函 数 。 柯 西 
在 定理 的 证 明 中 利用 了 两 个 假设 : (a) EU 下 存在 导数 ，(b) 这 个 导数 
自身 是 连续 的 。 但 是 ， 这 两 个 假设 是 必要 的 吗 ? 

假设 (a) 似乎 是 不 可 或 缺 的 ， 因 为 我 们 不 能 指望 在 导数 不 存在 的 情 
形 下 对 一 个 导数 进行 积分 。 然 而 , 假设 (b) 的 必要 性 就 值得 怀疑 了 。 为 
了 使 基本 定理 成 立 ， 难 道 我 们 必须 作出 像 灭 的 连续 性 这 样 严格 的 限制 
吗 ? 

这 并 不 是 一 个 无 足 轻重 的 问题 。 我 们 在 第 10 章 曾 见 过 , 不 能 把 导数 
的 连续 性 视 为 理所当然 的 事情 ， 因 为 函数 


2 sin(l 
US x sin(1/x), x £0 
0, xz0 





























就 有 一 个 不 连续 的 导数 。 另 一 方面 ， 我 们 无 需 用 导数 的 连续 性 作为 一 个 
积分 在 在 的 保证 因为 很 容易 找到 导数 不 连续 然而 却 是 可 积 的 函数。 
于 是 ， 问 题 在 于 ， 如 果 说 存在 任何 条 件 的 话 ， 那 么 我 们 应 该 对 导数 
Eget l 保 证 基本 定理 成 立 。 过 去 的 种 种 发 现 为 数学 家 们 提 
供 一 种 看 待 这 个 问题 的 视角 ， 而 这 是 柯 西 不 曾 有 过 的 ， 所 以 看 来 值得 重 
新 讨论 这 个 重要 的 定理 。 
在 1875 年 , 伽 斯 腾达 布 成 功 地 削弱 了 假定 (b)。 他 证 明 , 只 要 (a) 
函数 FETA, UR (V) 它 的 导数 严 是 黎 曼 可 积 的 ， 就 有 
全 FoDdr = FQ) F(a) 。 因此， 为 了 保证 基本 定理 成 立 , 我 们 不 再 需要 
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假定 PP 的 连续 性 ， 只 要 求 | F Od 存在 就 足够 了 。 

这 已 经 算是 一 种 进展 ， 但 是 依然 存在 一 个 关于 FF 的 问题 ， 即 我 们 是 
否 需要 对 它 作出 不 同 于 存在 性 的 其 他 任何 假设 。 或 许 导数 是 可 积 的 原 系 
它们 固有 的 特定 性 质 。 要 是 如 此 , 我 们 就 可 以 同时 抛弃 假定 (b) 和 (b^), 
并 且 单独 在 假定 (2) 的 基础 上 建立 微 积分 的 基本 定理 。 那 样 将 是 一 种 限 
制 更 少 和 更 显 优雅 的 情况 。 

这 就 特 化 成 这 样 一 个 问题 ， 可 能 允许 导数 带 有 何等 不 良 特性 ?在 第 
10 章 我 们 证 明了 达 布 定理 ， 那 里 纵然 不 要 求 导 数 是 连续 的 ， 但 是 它 必 须 
具备 介 值 特性 。 在 那 一 点 上 ， 导 数 似乎 是 完全 “顺从 的 "， 而 数学 家 们 可 
能 猜测 这 样 的 顺从 性 将 包含 可 积 性 。 

年 轻 的 沃 尔 泰 拉 在 他 1881 年 发 表 的 论文 “ 论 积 分 学 原理 ”中 中 驱 斥 
的 正 是 这 个 错误 概念 。 在 那 篇 论文 中 他 提供 了 一 个 函数 的 例子 ,在 
所 有 点 具有 有 界 的 导数 ， 但 是 它 的 导数 是 极端 不 连续 的 ， 以 致 是 不 可 积 
的 。 换 名 话说 ,尽管 是 处 处 可 微 的 而 且 它 的 导数 严 也 是 有 界 的 ， 然 
而 积分 | FOdx 并 不 存在 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 等 式 
f FeDdr = FOOD -F (a) 不 再 成 立 。 沃 尔 泰 拉 的 例子 之 所 以 引 人 注 目 , 不 
是 因为 这 个 式 子 的 左 端 同 右 端 不 等 , 而 是 因为 左 端的 积分 是 没有 意义 的 。 

对 于 他 的 病态 函数 例子 我 们 不 作 仔细 考察 ， 一 部 分 原因 在 于 这 个 函 
数 很 复杂 ， 而 另 一 部 分 原因 是 只 在 一 章 中 讨论 一 个 病态 函数 CRINE 
拉 斯 病态 函数 ) 或 许 就 足够 了 。 有 兴趣 的 读者 从 文献 [3] 中 会 找到 对 于 沃 
尔 泰 拉 的 工作 的 讨论 。 

有 一 件 事 是 明确 的 : 黎 曼 积分 的 另 一 个 不 祥 特 征 已 经 被 揭露 。 数 学 
家 们 喜欢 的 无 非 是 一 个 简洁 的 定理 ， 大 意 是 如 果 严 是 可 微 的， 并 且 具 有 
有 界 的 导数 严 ， 那 么 | PCDdr = FCO)- F(a) 。 但是， 沃 尔 泰 拉 证 明了 ， 


就 黎 曼 积分 而 论 这 个 定理 是 不 成 立 的 。 
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对 于 沃 尔 泰 拉 的 奇特 例子 ， 数 学 家 们 可 以 作出 何 种 反应 ?一 种 选择 
是 接受 这 个 结果 ， 然 后 继续 前 进 。 当 应 用 这 个 定理 时 ， 简 单 地 附加 一 个 
关于 导数 严 的 额外 假设 。 这 将 是 阻力 最 小 的 途径 。 

不 过 ， 还 有 另外 一 种 选择 。 正 如 我 们 先前 所 见 ， 黎 曼 积分 不 能 保证 
lim f^ f, God f [tim 62 |dx 。 如 今 ， 沃 尔 泰 拉 已 经 使 建立 一 个 简单 
的 微 积分 基本 定理 的 任何 希望 化 为 泡影 。 在 19 世纪 临近 终结 之 际 , 有 着 
比 以 往 更 多 的 理由 怀疑 麻烦 隐藏 在 歼 曼 积 分 的 定义 中 而 不 在 分 析 学 的 
固有 本 性 中 。 少 数 大 胆 的 人 ， 为 了 挽救 上 述 基本 定理 ， 在 沃 尔 泰 拉 病态 
函数 的 推动 下 打算 放弃 黎 曼 积分 。 不 过 我 不 再 继续 讨论 。 


汉 克 尔 的 函数 分 类 
截至 19 世纪 80 年 代 ， 分 析 学 受到 病态 函数 反例 的 巨大 冲击 ， 这 些 


反例 看 起 来 一 个 比 一 个 奇特 。 我 们 已 经 见 过 的 反例 包括 以 下 三 个 。 
(a) 狄 利克 雷 函 数 























c XxX 为 有 理 数 
d, x 为 无 理 数 


它 是 处 处 不 连续 的 但 不 是 黎 曼 可 积 的 函数 。 
(b) 扩充 的 直 尺 函数 RCD， 它 是 在 每 个 无 理 数 点 连续 而 在 每 个 有 理 
数 点 不 连续 的 函数 ， 但 是 它 是 黎 曼 可 积 的 ， 其 积分 | RCoOdx= 0 。 
(c) 魏 尔 斯 特 拉 斯 病态 函数 
f(x) = 5 bt cos(ra'x) 


g(x) = | 





它 是 处 处 连续 的 和 无 处 可 微 的 函数 。 

这 种 情景 显示 分 析 学 中 存在 的 混乱 局 面 ， 而 且 唤 起 对 于 如 此 杂乱 无 
章 的 数学 现状 确立 秩序 和 条 理性 。 

竭力 完成 这 个 重任 的 人 正好 是 赫 尔 最， 汉 克 尔 (1839 一 1873)。 他 是 
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黎 曼 的 仰 募 者 ， 黎 曼 相 信 应 该 像 生物 学 家 或 者 地 质 学 家 那样 ， 采 用 某 种 
类 似 的 方法 对 函数 进行 分 类 。 汉 克 尔 于 1870 年 〈 早 逝 之 前 三 年 ) 提出 了 
这 样 一 种 分 类 。 他 和 希望 用 这 种 分 类 阐明 数学 分 析 的 性 质 和 限度 。 

汉 克 尔 考 察 由 定义 在 一 个 区 间 [a, 9] 上 的 所 有 有 界 函 数 构成 的 函数 
族 ， 并 且 通 过 它们 的 连续 性 和 不 连续 性 的 性 质 对 它们 加 以 区 分 。 为 了 了 
解 他 是 如 何 进 行 分 类 的 ， 我 们 回顾 格 奥 尔 格 ， 康 托 尔 曾 经 给 出 的 一 个 熟 
悉 的 定义 。 

定义 0000000 440000000000000 4000 
0000o 400000 

稠密 集 的 两 个 基本 例子 是 有 理 数 集 和 无 理 数 集 ， 因 为 任何 一 个 开 区 
间 都 含有 无 限 多 有 理 数 和 无 理 数 。 秽 密集 这 个 名 称 带 有 启示 性 ， 表 明 它 
的 元 素 如 此 紧密 地 聚集 在 一 起 ， 以 致 它们 总 是 毗连 的 。 

有 了 这 个 准备 ， 我 们 就 可 以 对 函数 给 出 汉 克 尔 的 分 类 。 他 把 在 区 间 
[a, 8] 上 的 所 有 点 连续 的 函数 列 为 第 1 类 函数 。 这些 函数 具备 很 好 的 特性 ， 
它们 在 区 间 上 达到 极 大 值 和 极 小 值 ， 具 有 介 值 特性 ， 并 且 能 够 积分 。 在 
汉 克 尔 的 分 类 中 ， 第 1 类 函数 处 于 “食物 链 ” 的 顶端 。 

他 的 第 2 类 函数 包括 那些 在 [a, 9] 上 除 有 限 个 点 之 外 是 连续 的 函数 。 
这 类 函数 带 有 更 多 的 不 确定 性 ,但 是 它们 的 奇异 性 在 数量 上 是 有 限 的 ， 
在 很 大 程度 上 处 于 控制 之 中 。 一 个 例子 是 我 们 在 第 10 章 见 过 的 定义 在 区 
间 [-1 1] 上 的 函数 





















































$Q)- bo xz0 
0, xz0 
因为 它 在 x=0 有 一 个 不 连续 点 。 换 一 种 方法 ,我 们 还 可 以 取 一 个 在 区 间 
[a,b] 上 定义 的 连续 函数 , 然后 , 例如 在 50 个 点 上 把 它 重新 定义 成 不 连续 
HJ, 由 此 引入 50 个 不 连续 性 点 。 这 样 一 个 函数 将 属于 汉 克 尔 第 2 类 函数 。 
从 丙 辑 上 说 ， 只 剩 下 一 类 函数 了 ， 即 那些 在 [a, 5] 上 具有 无 限 个 不 连 
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续 点 的 函数 。 自 然 ， 这 些 国 数 是 最 差 的， 但 是 汉 克 尔 相信 可 以 把 它们 再 
分 成 差 的 和 非常 差 的 两 类 : 
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我 们 看 出 ，3A 类 函数 中 的 一 个 点 态 不 连续 函数 , 尽管 存在 无 限 多 个 
不 连续 点 ， 但 是 仍然 在 任何 开 区 间 的 某 些 地 方 是 连续 的 。 另 一 方面 ， 对 
于 3B 类 中 的 一 个 国 数 而 言 ， 必 定 存在 区 间 (a, 5) 内 的 某 个 开 子 区 间 (c, 
4d) ， 国 数 在 其 中 完全 没有 连续 的 点 。 因 此 ， 一 个 完全 不 连续 的 国 数 的 特 
征 是 在 一 个 不 间断 的 子 区 间 上 仅 存 在 不 连续 的 点 。 

试问 ， 前 面 引 入 的 三 个 病态 函数 属于 汉 克 尔 分 类 方案 中 的 哪 一 类 ? 
狄 利 殉 雷 国 数 是 处 处 不 连续 的 国 数 ,， 属 于 完全 不 连续 的 3B 类 国 数 。 直 尺 
函数 在 无 穷 个 点 (有理数 点 ) 是 不 连续 的 ， 然 而 在 一 个 稠密 集 (无 理 数 
点 ) 上 是 连续 的 , 因此 属于 点 态 不 连续 的 3A 类 函数 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 
或 许 是 最 为 奇特 的 ， 把 它 归 入 第 1 类 函数 看 似 不 当 而 实则 正确 的 ， 因 为 

汉 克 尔 发 现 ， 他 的 函数 分 类 在 下 述 意义 下 是 重要 的 : 他 知道 了 第 1 
类 函数 和 第 2 类 函数 是 歼 曼 可 积 的 ， 并 且 他 了 如 指 掌 的 那些 点 态 不 连续 
国 数 的 例子 同样 是 可 积 的 。 相 反 ， 完 全 不 连续 的 狄 利克 雷 国 数 是 不 可 积 
的 。 对 于 他 而 言 , 3A 类 国 数 同 3B 类 函 数 之 间 的 鸿沟 似乎 是 不 可 跨越 的 。 
正如 Thomas Hawkins 指出 的 那样 ,“ 汉 克 尔 通过 确定 点 态 不 连续 国 数 同 
完全 不 连续 函数 之 间 的 区 别 ， 相 信 自己 已 经 把 数学 分 析 可 以 处 理 的 函数 
同 那些 它 无 力 处 理 的 函数 分 离开 来 "。" 

为 了 显示 这 样 做 的 全 部 价值 ， 汉 克 尔 证 明了 一 个 惊人 的 定理 : 区间 
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[a, 如上 的 一 个 有 界 函 数 是 黎 曼 可 积 的 ， 当 且 仅 当 它 不 比 点 态 不 连续 国 数 
更 差 。 这 就 是 说 , 一 个 有 界 函 数 只 要 属于 第 1 类 、 第 2 类 或 者 3A 类 函数 ， 
那么 它 是 可 以 积分 的 ; 那些 属于 3B 类 的 函数 是 不 可 以 积分 的 , 而 且 也 不 
能 进行 解析 开拓 。 

汉 克 和 尔 定理 看 起 来 是 在 回答 我 们 前 面 提出 的 主要 问题 : 一 个 可 积 函 
数 可 能 在 多 大 程度 上 是 不 连续 的 ? 按照 他 的 说 法 ， 答 案 是 “在 最 坏 的 情 
况 下 是 点 态 不 连续 的 ”。 他 的 证 明 表 示 ， 只 要 一 个 函数 在 一 个 稠密 集 上 是 
连续 的 ， 所 有 那些 不 连续 的 点 对 于 可 积 性 而 言 都 是 无 足 轻重 的 。 这 恰好 
是 数学 家 们 梦 宁 以 求 的 简洁 结果 。 

不 幸 的 是 ， 这 也 是 不 正确 的 。 

在 这 种 错综复杂 的 概念 中 ， 即 使 大 学 问 家 也 难免 犯错 误 ， 不 过 汉 克 
尔 所 犯 的 是 一 个 突出 的 错误 。 公 正 地 说 ， 他 的 定理 有 一 半 是 正确 的 : 一 
个 函数 如 果 是 黎 曼 可 积 的 , 那么 它 确实 必定 在 一 个 稠密 集合 上 是 连续 的 。 
一 个 完全 不 连续 的 函数 存在 一 个 由 不 连续 点 构成 的 不 间断 的 子 区 间 ， 它 
不 可 能 具有 黎 曼 积分 。 关 于 这 一 点 ， 人 们 再 次 想到 狄 利克 雷 函 数 。 

但 是 ， 汉 克 尔 对 于 相反 结论 的 证 明 存 在 漏洞 。 英 国 数学 家 享 利 * 约 
m * 斯蒂芬 。 史密斯 (1826—1883) 发 表 了 一 个 点 态 不 连续 的 函数 的 例 
子 ， 而 这 个 函数 却 是 不 可 积 的 。 他 指出 :“ 这 个 函数 是 值得 注意 的 ， 因 为 
它 同 一 种 不 连续 函数 的 理论 对 立 ， 而 这 种 理论 得 到 卓越 的 几何 学 家 赫 尔 
曼 ， 汉 克 尔 博士 的 首肯 , 他 在 不 入 前 英 年 早 逝 是 数学 科学 的 巨大 损失 。” 口 
史密斯 的 例子 是 非 同 寻常 的 ,其 中 用 到 一 种 我 们 如 今 称 为 具有 正 测度 的 
无 处 稠密 集 的 结构 。 需 要 了 解 细节 的 读者 ， 请 参阅 Thomas Hawkins 的 
著作 。 暂时， 我 们 仅 限 于 指出 ， 函 数 的 连续 性 同 黎 曼 可 积 性 之 间 的 关 
系 依然 是 不 清楚 的 ， 仍 旧 没 有 解决 一 个 可 积 函 数 可 能 在 多 大 程度 上 是 不 
连续 的 问题 。 无 论点 态 不 连续 性 的 价值 怎样 ， 它 都 不 能 对 于 人 们 长 期 以 
来 寻找 的 这 种 联系 提供 答案 。 
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不 过 ， 已 经 取得 了 一 定 进展 。 黎 曼 已 经 把 可 积 性 概念 扩展 到 某 些 高 
度 不 连续 的 函数 ， 而 汉 克 尔 定理 正确 的 一 半 以 及 史密斯 的 函数 反例 ， 证 
明了 黎 曼 可 积 国 数 完全 包容 在 一 个 更 大 的 国 数 集合 内 ， 即 由 在 稠密 集 上 
的 连续 国 数 组 成 的 集合 。 

我 们 顺便 指出 ,“ 点 态 不 连续 的 "这 个 术语 有 时 被 粗心 大 意 地 用 来 表 
示 “ 在 最 坏 的 情况 下 是 点 态 不 连续 的 "。 就 是 说 ， 几 是 属于 汉 克 尔 的 第 1 
类 ,第 2 类 或 3A 类 中 的 所 有 函数 都 被 归并 在 点 态 不 连续 函数 这 个 单一 的 
标题 下 ， 这 就 导致 把 连续 函数 (第 1 类 函数 ) 置 于 “点 态 不 连续 函数 ” 
之 列 这 种 离奇 的 局 面 。 由 于 前 面 三 类 函数 的 一 个 共同 特性 是 在 稠密 集 上 
是 连续 的 , 我 们 可 以 把 稠密 地 连续 的 看 成 是 概括 第 1 类、 第 2 类 和 3A 类 
中 所 有 函数 的 术语 。 

无 论 如 何 , 初 看 起 来 汉 克 尔 的 函数 分 类 似乎 是 一 个 大 有 可 为 的 工具 ， 
能 够 把 分 析 学 可 以 处 理 的 函数 同 分 析 学 难以 对 付 的 函数 分 离开 来 。 然而， 
结果 却 是 许多 难以 对 付 的 函数 在 集合 论 和 勒 贝 格 积 分 的 范围 内 得 到 非常 
巧妙 的 处 理 。 如 今 ， 汉 克 尔 的 函数 分 类 多 半 被 束之高阁 。 

但 是 在 19 世纪 后 期 , 点 态 不 连续 性 仍然 是 最 出 色 的 数学 家 们 研究 的 
对 象 。21 岁 的 维 托 ，。 沃 尔 泰 拉 就 是 这 些 数 学 家 中 的 一 位 。 


病态 函数 的 限度 


病态 函数 的 盛行 显示 ， 函 数 的 任何 特性 ， 无 论 它 多 么 稀奇 上 古怪， 通 
过 一 位 极 富 创造 性 的 数学 家 精心 构造 出 的 例子 ， 都 是 可 以 被 认识 的 。 

例如 ， 谁 能 想象 直 尺 函数 竞 然 会 在 每 个 无 理 数 点 连续 而 在 每 个 有 理 
数 点 不 连续 呢 ? 此 外 ， 为 什么 不 假定 在 某 处 存在 一 个 有 待 发 现 的 同样 离 
奇 的 函数 ， 这 个 函数 在 每 个 有 理 数 点 连续 而 在 每 个 无 理 数 点 不 连续 ? 似 
平 并 不 是 一 个 例子 比 另 外 一 个 例子 更 加 怪异 。 

从 下 面 的 两 个 例子 中 ， 明 显 看 出 函数 的 连续 性 点 同 不 连续 性 点 有 时 
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是 可 以 交换 的 。 首 先 定义 函数 
HG - x, x £0 
Q)- l, x=0 
显然 这 是 在 除 原点 以 外 的 所 有 点 连续 的 函数 , 原点 是 其 唯一 的 不 连续 点 。 
作为 HY) 的 相似 函数 ， 我 们 引入 
K(x)= (s olea 
0, x 为 无 理 数 
不 难看 出 ，KCo 在 任何 点 & 关 0 是 不 连续 的 。 因 为 如 果 令 fx 寻 是 一 个 收敛 
于 a 的 有 理 数 序列 ， 而 人 是 一 个 收 化 于 a 的 无 理 数 序列 ， 那 么 


lim K(x,)- lim(x) su 





























lim K(y,) = lim(0) 20 s a 
由 于 这 两 个 序列 具有 不 同 的 极限 ， 我 们 知道 im K(x) 不 可 能 存在 ， 所 以 
K(x) 在 x=a 是 不 连续 的 。 

但 是 ， 对 于 任何 x, 不管 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 我 们 都 有 0 < 
K(x) <x ,所 以 用 简单 的 挤 压 论证 ,证明 limK(x) =0= 天 (0) 。 由 此 推 
出 天 有 唯一 的 连续 点 , 即 原 点 。 所以, 对 于 上 面 定义 的 两 个 国 数 刀 和 天 ， 
它们 连续 的 点 同 不 连续 的 点 是 相互 交换 的 。 

关于 这 一 点 ， 我 们 引进 下 面 的 定义 。 

定义 000000 A000 G= f0 xiu - e 
TE ee EGET HOO 

可 以 把 前 面 的 讨论 简单 地 概括 为 Cp = {xx 0) 7 D, 和 
Cx 7100 = Dy o 

函数 的 连续 性 点 同 不 连续 性 点 的 交换 问题 是 非常 有 趣 的 。 对 于 任何 
一 个 函数 1/， 是 否 存在 一 个 “ 余 函 数 ”g 满足 C= Ds 和 Cs= Dj? 要 是 存 
在 ， 我 们 如 何 把 它 找 出 来 ? 倘若 不 存在 ， 原 因 又 在 哪里 ? 
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沃 尔 泰 拉 在 他 1881 年 所 写 的 论文 “关于 点 态 不 连续 函数 的 几 点 注 记 ” 
中 致力 于 解决 这 个 问题 。 结 果 得 到 一 个 强 有 力 的 定理 和 两 个 重要 推论 。" 
定理 a, b 





































































































































































































证 明 SU ALa, b 





































































































Cj- Ds] D;= 


























































































































































































































































































































ô> 0 xo — ó, xo +t ô a, b 
0<|x-x]|<d [|f œ -f (9) < 12 
a <b [a1, bi] Xo — Ó xo + ô 










































































































































































































































































































































































[a1, bi] XU y 
If) - FO» IS] £69 - fos) | eL fos) £o)]«1/2«1/221. (1) 
[ai bi] 1 
a, b a, b ó 
[| a, bi ó xi ó 
a; <b [ai , b] a, bi 


[a , 5] xD »H1e09-60)|«1 12-2 
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1 [a 0b] 
x[] y 
fe)- fo»«L 16)-6()|«1 
€ — 1⁄4 
A D a, bi 
Laz, b ]T [a b] [a5. b;] 
x[] y 
|fG)- fo)| «12, Ø) -0()| «1/2 
€= 1/8, 1/16, ..., 125 
[a b] D [a b] 2 [a 55] > … [a;. b] x 
y 
IF- f091«1/27, 199) -60)| «1/27 (2) 
[ax ， 
b] c cD Dar. b] 
a, b 
sU ce 
f 
€-ó E>0 
Tort ug k c Fariba] 
a, , b, O>0 C 一 0 
c+o0c ae. 5L] cla, b] 0«|x-c|«ó x| 
2 JG) SG Ie 277 <€ lim f(x) = f(c) 
i à 
d oU c 
c CU Cd 
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D00000000000000000000000 
在 继续 讨论 之 前 ， 我 们 需要 作 两 点 说 明 。 首 先 ， 沃 尔 泰 拉 对 于 区 间 
[az%] 没 有 明确 要 求 为 闭 区 间 。 这 是 一 个 容易 补救 的 玻 包 ,正如 我 们 在 
上 面 所 作 的 那样 。 其 次 ， 在 前 面 的 例子 中 ， 函 数 五 的 连续 性 点 是 函数 
的 非 连 续 性 点 ， 反 过 来 也 是 一 样 ， 我 们 注意 到 是 完全 不 连续 函数 ( 汉 
克 尔 的 3B 类 函数 ) 而 不 是 点 态 不 连续 函数 ( 汉 克 尔 的 3A 类 函数 )。 因 
此 ， 那 个 例子 同 沃 尔 泰 拉 证 明 的 结果 丝毫 不 相抵 触 一 一 候 怕 任何 人 都 会 
因 这 个 结果 而 难以 入 眠 。 

沃 尔 泰 拉 从 他 的 定理 得 出 两 个 重要 的 推论 。 第 一 个 推论 解决 了 分 析 
学 中 的 一 个 主要 问题 ， 我 们 把 它 陈述 如 下 。 

推论 DODDO00000000000000000000000 
DO00000000000000000000000000000 
mnmnnnnp e 

为 了 充实 他 的 论证 的 细 市 ， 我 们 设想 这 样 一 个 函数 GG), "ER Ce 
是 有 理 数 集 (稠密 集 )。 那 么 ，G 是 点 态 不 连续 的 。 但 是 我 们 已 在 前 面 遇 
见 了 扩充 的 直 尺 函数 R(X)， 它 也 是 点 态 不 连续 的 ， 其 Cx 却 是 无 理 数 集 。 
于 是 G 的 连续 性 点 将 是 的 非 连 续 性 点 , 同 沃 尔 泰 拉 的 定理 矛盾 。 因 此， 
这 两 个 函数 不 可 能 同时 存在 。 由 于 直 尺 函数 确实 是 存在 的 ， 所 以 我 们 不 
得 不 作出 函数 G 不 存在 的 结论 。 套 用 一 名 西部 电影 中 对 牛仔 们 的 评论 ， 
沃 尔 泰 拉 的 定理 证 明了 “这 座 城市 没有 大 到 足以 同时 容纳 他 们 两 人 ”。 一 
个 函数 仅 在 有 理 数 点 上 连续 从 逻辑 上 说 是 不 可 能 的 。 

所 以 ,病态 函数 是 有 其 限度 而 不 是 无 所 不 包 的 。 无 论 数 学 家 们 如 何 
精明 , 某 些 函 数 仍然 置身 其 外 , 这 就 是 沃 尔 泰 拉 用 这 个 巧妙 的 论证 所 证 实 
的 一 个 事实 。 但 是 , 他 还 得 到 一 个 隐 含 的 推论 ， 那 就 是 不 可 能 存在 无 理 数 
点 上 取 有 理 数 并 且 反 过 来 在 有 理 数 点 上 取 无 理 数 的 连续 函数 。 门 

推论 DODOO0000000000000000 200 x00 
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g(x) x gx) 
证 明 g 

G(x) = R(g(x)) R 
G 
断言 1 x G[] x 

x g(x) R 
gx) g CU x 
断言 2 y CU y 
y ix 
































































































































lim G(x, ) = lim R(g(x, )) = lim0- 0 











































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































S8 Xk SC R 
| G(y)= R(g(y))#0 e) | 
lim G(x)# GO) GU yI 
G 
g 
L| 
这 些 结 果 尤 其 使 我 们 想起 ， 虽 然 有 理 数 集 和 无 理 数 集 都 是 实数 的 稠 








密集 ， 但 是 它们 在 本 质 上 是 不 可 互 换 的 。 正 如 我 们 所 见 ， 康 托 尔 曾 经 特 
别 指出 有 理 数 是 可 数 的 而 无 理 数 是 不 可 数 的 事实 , 但 是 事情 并 不 止 于 此 ， 
数学 家 们 还 发 现 这 两 个 数 系 之 间 存 在 某 些 更 微妙 的 差别 。 这 些 差别 之 一 
是 一 个 集合 的 “类 型 ”的 概念 。 集 合 的 类 型 是 由 沃 尔 泰 拉 的 天 才学 生 勒 
内 。 贝 尔 提 出 的 概念 ， 他 是 我 们 在 下 一 章 介绍 的 数学 家 。 
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我 们 说 以 这 些 叙 述 告别 那 时 年 仅 21 餐 的 维 托 * 沃 尔 泰 拉 。 摆 在 他 面 
前 的 是 远大 而 辉煌 的 事业 ， 人 们 将 会 见 到 他 继续 取得 数学 上 的 成 功 ， 并 
得 到 国际 上 的 公认 ， 而 身 国 国王 乔治 五 世 甚至 授予 他 荣誉 事 士 称号 。 

追溯 沃 尔 泰 拉 的 后 半生 ， 我 们 知道 他 赋予 19 世纪 以 “函数 论 世 纪 ” 
的 特征 。'" 从 欧 拉 最 初 提出 函数 的 思想 开始 ， 函 数 概 念 在 柯 西 、 歼 曼 和 
魏 尔 斯 特 拉 斯 的 研究 中 扮演 主要 角色 , 并 且 接 着 传承 给 新 一 代 的 康 托 尔 、 
汉 克 和 尔 以 及 沃 尔 泰 拉 本 人 。 国 数 在 分 析 学 中 处 于 至 高 无 上 的 支配 地 位 ， 
而 在 函数 中 发 现 的 种 种 意 想不到 的 可 能 性 ， 无 不 一 次 又 一 次 地 使 数学 家 
们 惊 许 莫 名 。 如 我 们 所 知 ,， 由 于 沃 尔 泰 拉 在 1881 年 的 两 项 不 同 而 又 迷人 
的 发 现 ， 使 他 在 我 们 叙述 的 故事 中 占有 重要 的 一 席 之 地 。 

对 于 这 位 年 轻 人 说 来 ，1881 年 是 非 同 寻常 的 一 年 。 
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S Uk (1874—1932) 


SA * JURE 1899 年 所 写 的 博士 论文 中 , 对 于 集合 论 在 数学 分 析 中 
的 重要 性 给 出 如 下 评价 : 


和 UUOUOUO0U0O0U00000 
DOO0D0000000000000000000U0000 
900000000000000000000000™ 


我 们 将 会 见 到 ， 贝 尔 不 仅 提出 了 这 种 见解 ， 而 且 为 促 其 实现 进行 了 
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卓有成效 的 工作 。 

令 人 吧 惜 的 是 ， 他 在 数学 上 取得 成 就 仅 局 限 在 身心 还 是 健全 的 短暂 
时 期 。 贝 尔 体质 虚弱 ， 性 格 内 向 ， 他 于 1892 年 考 进 大 学 ， 而 他 的 突出 才 
能 使 他 得 以 到 意大利 师 从 沃 尔 泰 拉 。m 贝尔 在 完成 博士 论文 “ 论 实 变 函 
数 ” 之 后 ， 执 教 于 法 国 蒙 彼 利 埃 大 学 (1902 年 ) MERKE (1905 年 )。 
在 这 段 时 间 ， 他 的 健康 状况 尽管 偶尔 欠 佳 ， 不 过 看 起 来 还 能 应 付 工作 。 

但 是 ， 接 中 而 来 的 一 连 串 疾病 摧毁 了 贝尔 原本 弱 不 禁 风 的 身体 。 他 
忍受 着 从 食道 阻塞 到 空 及 臣 惧 症 严 重 发 作 在 内 的 多 种 病痛 的 折磨 。 到 
1909 年 ， 随 着 病情 的 恶化 ， 他 已 经 无 法 继续 从 事 教 学 工作 ， 而 于 1914 
年 从 第 戎 大 学 获准 离 体 。 从 此 以 后 ， 贝 尔 再 也 没有 回 到 庄严 的 研究 工作 
岗位 。 

他 在 余下 的 有 生 之 年 一 直 在 同 身体 上 和 心理 上 的 病魔 作 斗 争 ， 而 且 
生活 极度 贫困 。 一 位 同事 把 贝尔 描绘 成 “一 位 天 才 型 人 物 ， 他 为 如 此 天 
才 付 出 的 代价 是 由 于 身体 虚弱 而 引发 的 接二连三 的 苦难 ”。 外 勒 内 ， 贝 尔 
终 其 一生， 仅 有 十 余年 的 岁月 是 献身 于 数学 研究 的 美好 时 期 。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 将 追溯 他 所 写 的 博士 论文 ， 以 及 现今 称 为 贝尔 分 
类 定理 的 最 初 形式 。 像 贝尔 原来 的 做 法 一 样 ， 我 们 从 一 个 称 为 无 处 稠密 
集 的 概念 开始 。 






























































无 处 稠密 集 


如 前 面 所 说 ， 一 个 实数 的 集合 称 为 稠密 的 ， 是 指 每 个 开 区 间 至 少 包 
含 这 个 集合 的 一 个 元 素 。 用 现代 的 表示 法 ,如 果 对 于 任何 开 区 间 (ww B) , 
RHE, AND, WA DERAZ. 

只 要 存在 一 个 开 区 间 不 包含 一 个 集合 中 的 点 ， 这 个 集合 就 不 是 稠密 
的 。 例 如 ， 我 们 令 是 全 部 正 有 理 数 的 集合 。 这 个 集合 在 实 直 线 上 不 是 
稠密 的 ， 因 为 开 区 间 (—2, 0) 就 不 包含 中 的 点 。 不 过 , 在 其 所 及 之 
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处 展现 一 种 “稠密 性 ”， 因 为 中 的 元 素 出 现在 任何 开 区 间 (o, p) 内 ， 
其 中 ap, 

为 了 撒 开 这 种 类 似 的 例子 ， 即 那 种 在 某 些 区 域内 稠密 而 在 另外 一 些 
区 域内 不 稠密 的 集合 ， 我 们 引入 一 个 新 的 概念 。 

定义 0000000 P00000000% 人 UU0D00D000ODO 
000 (4, bc, A000 (a, »nP-senmuu PU 无 处 稠 客 的 。 

这 意味 着 ， 即 使 在 一 个 给 定 的 区 间 (os 8) 内 可 以 找到 P 中 的 点 ， 
但 是 在 其 中 存在 一 个 不 包含 这 种 点 的 完整 子 区 间 (参见 图 13-1) 。 因 此 ， 
无 处 稠密 集 被 视 为 是 稀 玻 的 ， 或 者 用 赫 尔 曼 " 汉 克 和 尔 的 描述 性 术语 ， 是 
“ 散 列 的 ”。 外 



































PHIR (a, b) 内 无 P 的 点 
LAG E. | : 
X —— 
a b 
到 13-1 











需要 指出 ,“ 无 处 稠密 ”不 是 “稠密 ”的 逻辑 否定 。 例 如 ， 上 面 的 不 
稠密 集 己 并 不 是 无 处 稠密 集 ， 因 为 开 区 间 (3, 4) 就 不 包含 带 正 有 理 数 的 
子 区 间 。 因 此 ， 我 们 最 好 是 提供 几 个 无 处 稠密 集 的 例子 。 

(1) 单 点 < 集 {c} 是 无 处 稠密 集 。 

这 是 显然 的 ， 因 为 如 果 〈%w D) 是 一 个 不 含 c 的 开 区 间 ， 那 么 
(a, B) c (a, B) , FHE, AND 。 


中 集合 5= 生 的 asa - Do Pul 是 无 处 稠密 集 。 











这 也 是 很 容易 看 出 的 ， 因 为 两 个 相 邻 整数 的 倒数 之 间 的 间隔 将 构成 
一 个 不 售 8 的 点 的 子 区 间 。 即 使 一 个 给 定 的 开 区 间 〈w B) 包含 0 一 一 那 
些 聚 集 的 自然 数 的 倒数 趋 近 的 点 一 一 我 们 仍然 可 以 选择 一 个 自然 数 N， 
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i cen A). ， 当 取 开 子 区 间 | o FCA nnd 
1 1 RN 
(x x ns =@ ， 如 图 13-2 所 示 。 
EN! 
N+1 N 
e \/ ) 
a 0 | B 四 i i 1 
(x iizra 含 P 的 点 
13-2 
(3) 集合 7= ft Hasana) eens. 
AT b BSGXA EATER. HEr, Fik ARER. ox 
样 产生 一 系列 点 二 + Lec, tem dai, o aeee NERS, 
F F 


聚集 的 方式 与 前 面 例子 中 的 点 在 0 附近 的 聚集 相同 。 由 于 是 随意 的 ， 
每 个 倒数 二 都 是 这 样 一 个 聚集 点 ， 由 此 得 到 的 7 是 一 个 非常 复杂 的 结构 。 





然而 ， 点 + 二 之 间 的 间隔 使 了 成 为 无 处 稠密 的 我 们 略 去 细节 )。 


在 展现 贝尔 对 这 个 无 处 稠密 集 所 作 的 工作 之 前 ， 我 们 证 明 两 个 将 会 
用 到 的 引 理 。 

引 理 1 [] PH 
UUUDDUVUcP 

证 明 000 a, g 
(a, b) c (a, p) | (a, )DNP=Ø000 vg PO 
(a, b)(]U =Ø 0 ut 0 
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引 理 2 [] [] | 
ir 明 DROZROOOOOODOOOOOORURODOOODOOODODOOD 
[] % A] POOD [] [] 
(a, b) c (a, p) (a, DNR =Ø (a, D000 0 
0PO00000000000I 000 (c, d)c(a, b) c, uU 
D (ce, dNP, =20000, DD e, A000000 0000000 m 
PU BOBO «aenius)s-o PUPRPODODOOCOOI E 
第 二 个 引 理 显示 ， 我 们 可 以 合并 两 个 无 处 稠密 集 ， 或 者 合并 任意 有 
限 个 无 处 稠密 集 ， 得 到 的 并 集 仍然 是 无 处 稠密 集 。 用 汉 克 尔 的 话 来 说 ， 
纵然 把 一 百 万 个 这 样 的 集合 并 起 来 ， 结 果 还 是 散 列 的 集合 。 
但 是 ， 如 果 我 们 要 合并 无 限 个 无 处 稠密 集 ， 那 么 会 有 什么 结果 ? 这 
样 一 种 并 集 具 有 什么 结构 ? 此外， 这 样 做 对 数学 分 析 有 什么 用 处 ?这 些 





问题 正 是 贝尔 以 其 特有 的 天 才 致 力 于 解决 的 。 
贝尔 分 类 定理 


在 贝尔 的 学 位 论文 中 ， 他 写 下 一 个 带 有 如 下 性 质 的 集合 到: 














































































































































































































Pi, Pa, Ps, Ps, ... | | [] REM 
[F ] Pi, P,P;, P, ...[] [] L] nn Em 
第 1 类 集合 0 
fiiit. dE F = R U 





PUPU URU ,其 中 每 个 Pi 是 无 处 稠密 的 ， 
那么 下 是 一 个 第 1 类 集合 。 

许多 后 来 的 数学 家 对 贝尔 的 批评 ， 不 在 于 他 的 思想 而 在 于 他 使 用 的 
术语 。“ 第 1 类 ”这 个 完全 非 描 述 性 的 术语 既 单调 又 乏味 , 在 人 们 脑海 中 
不 能 引起 任何 想象 。 当 这 些 批评 者 读 到 “任何 不 具备 这 种 性 质 的 [第 1 类 ] 
集合 称 为 第 2 类 集合 ”时 ， 必 定 更 加 失望 。 
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有 一 点 是 清楚 的 ， 可 数 集 是 第 1 类 集合 。 像 {41, a, a, 0 这 样 一 

个 集合 可 以 表示 成 一 系列 单 点 集 的 并 集 
fa Uta U Ufa U-- 

其 中 每 个 单 点 集 是 无 处 稠密 的 。 这 尤其 表明 ， 代 数 数 的 (可 数 ) 集合 是 
第 1 类 集合 ， 如 同 它 的 (可 数 ) 子 集 有 理 数 集 一 样 。 但 是 有 理 数 集 构成 
一 个 稠密 集 。 所以, 尽管 无 处 稠密 集 的 有 限 并 集 必 定 仍然 是 无 处 稠密 集 ， 
但 是 这 种 集合 的 可 数 并 集 可 以 增 大 到 足以 处 处 稠密 的 地 步 。 如 贝尔 指出 
的 那样 , 第 1 类 集合 “显然 具有 不 同 于 单个 集合 P 的 性 质 ”。m 如 果 我 们 
同意 无 处 稠密 集 是 “小 型 的 ”集合 这 种 说 法 ， 那 么 我 们 能 否 立 即 断定 ， 
可 以 把 第 1 类 集合 说 成 是 “大 型 的 ”集合 呢 ? 
在 了 解 贝尔 关于 这 个 问题 作出 过 什么 论断 之 前 ， 我 们 还 需要 几 个 引 












































































































































































































































































































































理 。 
引 理 3 01000000 | 1000 
证 明 0 F-BUBRUBRU--URU--DD 1000 DD DH D £f 
jaon geri 000 
G=GnF=(GnP)UCGnP)UCGnP)U…U(GnP)U… 
0000cnpo 2 D 1 0000000 
[] G [] [lH EB DE [] 1 0 au 
我 们 注意 到 ， 引 理 3 暗示 ， 如 果 8 是 一 个 第 2 类 集合 ， 并 且 Sc7 ， 





那么 了 必定 也 是 一 个 第 2 类 集合 。 正 如 收缩 一 个 第 1 类 集合 产生 另外 一 
个 第 一 类 集合 一 样 ， 扩 展 一 个 第 2 类 集合 也 产生 另外 一 个 第 2 类 集合 。 























































































































引 理 4 | 10000 Ut: 0o 

证 明 F[] H ID mu F-BUBUPB, U--UBU--[] 
mUmmgpazgmnmnmmmmnZ-2AURAURU--URznu--nmnmmnm R 
[] [1 D] I0000000000 00 F0 #00 





























































































































































































































FUE=GURIUBRURJUGBURD)UUG URDU… 
2 PURDDOUHUDOUUUUUU FUH | 
| D " 













































































E 











理 4 依据 这 样 一 个 事实 ， 两 个 可 数 集 的 并 集 是 





可 数 的 ， 而 我 们 可 


以 把 这 个 结论 扩展 到 3 个 、4 个 或 者 任意 有 限 个 可 数 集 ， 更 有 其 者 ， 可 数 


个 可 数 集 的 可 数 并 集 是 可 数 的 ， 所 以 我 们 有 下 述 引 理 。 
R, F, 


引 理 


























的 集 


如 前 面 提 和 至 


合 可 能 是 
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EUEF,UFU-UEU-- 
| 的 那样 ， 有 到 





























B M ES 1 
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数 的 稠密 集 是 第 1 类 集合 ， 暗 示 这 种 类 型 
“大 型 的 ”。 但 是 表面 现象 往往 是 “靠不住 的 ”。 贝尔 在 1899 





年 证 明 , 在 一 种 基本 的 意义 下 ,一 个 第 1 类 集合 必定 是 “小 型 的 ”。 确 切 












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































地 说 ， 这 样 一 个 集合 不 足以 穷 举 一 个 开 区 间 中 的 全 部 点 。 如 今 ， 以 他 的 
名 字 会 命名 这 个 定理 。 
定理 D 贝尔 分 类 定理 F-BUBRUBU--UBRU-- 
P, 0 (a, BODI D0 (e; B) [] 
F 
证 明 (a, B) H 
(a, B) P 
a, « b, [a, bh] c (a, B) 
[a b INA =Ø 0 
闭 I 
(a, b) P, 
a, <b, [w, 5] C (a, b) C [a b] C (os p) [a,, bb (18:0 
Un [] D000000I1 
[a, b]2[a,, b] 2[a,, b] 2: 21a, B12 
k >10 [a, b ]NP =Ø 
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c c a, f F| 
c ce[a, h] c (a, p) c 
a, B 
k21 ch 0 [a,. b] [a,. b] 
及 € P, F| 
& A 1 F 
1 u 



































































































































Je commence par démontrer la proposition suivante: Si P est un en- 
semble de première catégorie, il existe, dans toute portion «6 du segment 
sur lequel 让 est défini, au moins un point (et par suite une infinité) n'appar- 
tenant pas à P. En effet, d'après les hypothèses, on peut déterminer dans 
aß un intervalle fini «, 8, ne contenant aucun point de P,; dans «,8,, un 


intervalle as 8, ne contenant aucun point de P,, ete....7 dans an-ı n-i, un 
intervalle «n Bn ne contenant aucun point des n premiers ensembles P,, P,,... 
Pa; il existe au moins un point M compris à l'intérieur de tous les segments 
un Bn; ce point M ne fait partie d'aucun ensemble P, et par suite ne fait 
pas partie de P. 





贝尔 分 类 定理 (1899) 


这 是 贝尔 分 类 定理 的 原始 证 明 。 他 的 典雅 论证 使 用 了 实数 的 完备 性 
性 质 ， 而 所 用 的 证 明 方 式 使 我 们 联想 到 他 的 良师益友 沃 尔 泰 拉 的 结果 。 
贝尔 继续 写 道 : 











































































































































































































































































































由 此 可 以 推断 全 体 实 数 的 集合 是 第 2 类 集合 ， 因 为 实数 集 内 包含 第 
2 类 集合 (0, 1)。 同 时 ,这 意味 着 无 理 数 集 是 第 2 类 集合 ,倘若 不 然 ， 有 
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理 数 集 和 无 理 数 集 都 是 第 1 类 集合 ， 那 么 由 引 理 3， 它 们 的 并 集 也 应 是 
第 1 类 集合 。 可 是 它们 的 并 集 为 全 体 实 数 ， 却 是 第 2 类 集合 。 
至 此 ， 贝 尔 对 第 1 类 集合 和 第 2 类 集合 作出 对 比 : 





















































































































































































































































DU Ll pagudutauauü [] 
(] uuu (] UU 10 
D0000000000000000000000000000 
[] | 0000™ 





















































按照 现在 所 谓 的 拓扑 观点 ， 贝 尔 分 类 定理 表明 ， 第 1 类 集合 从 一 定 
意义 上 说 是 不 重要 的 。 对 于 贝尔 单调 乏味 的 术语 持 反 对 态度 的 某 些 作者 ， 
使 用 “ 贫 集 ”作为 更 具 启 示 性 的 术语 代 禁 “第 1 类 ”集合 。 不 论 它们 的 
名 称 如 何 ， 贝 尔 的 分 类 必 将 对 数学 分 析 产 生 重大 影响 ,我 们 在 下 一 市 要 
用 例证 来 说 明 这 一 点 。 








若干 应 用 


数学 进步 的 一 个 标志 是 能 够 根据 已 有 的 结论 推广 出 更 多 看 似 无 关 的 
新 结论 ， 而 且 推 广 过 程 较 之 以 往 更 加 有 效 ， 也 更 加 人 简练。 贝尔 分 类 定理 
就 是 这 种 推广 之 一 ， 当 我 们 回顾 第 11 章 康 托 尔 的 不 可 数 性 结果 时 ， 这 是 
很 清楚 的 。 

下 面 我 们 重新 给 出 康 托 尔 定理 的 证 明 。 













































































































































































康 托 尔 定理 o5 D000000000000(% 8p) 
DU euuo000 
证 阴 由 中 Ux. Xs x,:75, X,-3[ B. U B B UL U U [I [] [] 
[] 0D 1U0000000000 O0 1000 
000000(wAOOOOO0000 v0 0 0 0 " 




















































































































这 样 证 明确 实 是 很 容易 的 。 
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此 外 , 还 可 以 举 出 其 他 例证 。 第 12 章 中 沃 尔 泰 拉 所 得 的 主要 结果 也 






























































































































































是 贝尔 的 工作 的 推论 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 我 们 需要 某 些 预 备 知识 ， 其 中 
包括 贝尔 分 类 定理 的 一 个 直接 推论 。 

推论 0I00000000000 

证 明 0000000000000 40000000 40000 
000000 400m0 F00 100000000000100 c. An 
000000000 A000000 F000 ANF +2000 
0000 F00000000000000 = 

下 面 我 们 希望 用 集合 类 型 的 术语 描述 点 态 不 连续 函数 的 特征 ， 这 正 
是 贝尔 最 初 研究 集合 类 型 时 所 追求 的 目标 。 在 下 文中 ， 我 们 采纳 贝尔 所 








用 的 点 态 不 连续 性 的 “包容 性 ”含义 ， 即 在 一 个 稠密 集 上 的 连续 性 。 但 
是 ， 我 们 的 讨论 不 同 于 他 的 原 有 讨论 ， 他 应 用 了 函数 的 振幅 ， 而 我 们 借 
助 于 序列 达到 同样 目的 。 外 
从 一 个 国 数 和 一 个 自然 数 上 开始 ， 我 们 定义 集合 

n e [sete nieto Ey a-o 

D 
因此 , 对 于 一 个 实数 x, 如 果 我 们 能 够 让 La 依次 以 这 样 一 种 方式 趋 近 x， 
使 得 Fa ) 和 f GO) 之 间 至 少 保持 1/ 丰 的 间隔 ， 那 么 x FR. 。 作 为 一 个 
例子 ， 我 们 再 次 考虑 第 10 章 中 的 函数 


S(x) -| 











cos(1/x), x x0 
0, x0 


并 有 断言 0 属于 集合 及。 为 了 证 实 这 个 结论 ， 我 们 引进 序列 | 了 |. BA 


imr, JEEN, Rih zE )osto) -esom-a 
i>- 2mj 2j 


-> 。 根 据 式 (1) 中 的 定义 ， 看 出 0e RP. 




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































至 此 ,我 们 做 好 了 证 明 以 D, 的 “小 型 性 ” 表示 贝尔 的 点 态 不 连续 性 
特征 的 准备 
定理 | f oi 000 2,00 1 
自然 ， 定 理 蕴含 两 个 有 待 证 明 的 命题 ， 即 定理 的 充分 条 件 和 必要 条 
件 。 我 们 从 较 复杂 的 必要 条 件 开始 。 
必要 条 件 J D, 
10 1 
证 明 P 
| Hl kA T | | (a, B) 
fO (o. f) x 
lim f0) = f(x) e= 5>0 
(x, 7 0, x, +Ô) (a. P) 
i-x|«óD D [feo fele: Q) 
(x, -ó, x, +O)P 2 O 
(x 70, x, +N P, 0 z F, 
tj220001 a) 




















ze (x, -Ó, x, +ô) 
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SU (ay) 一 /2) 


«|f )- Goj+|/oo- Al< 二 + 二 = 过 








ay € (x, —Ó, x, +Ô) 


=| flay) f (5) * f()- f) 
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3k 3k 3k 
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(2) ld, Ls o TT: ag m 
1 2 
一 < — 
k 3K 
(x, - ó, x, ANR 
(xy 7 0, xy +ô) (a, P) P, 
KO P. PUBUBU--UBPU-- 
1 
D, c PUP, UP, UUB U-- G) 
3) xeD,[ f 
£»0 6>0 z 0«|z-x|«ó 
LO- feo|ze —<e k 6 
pus E "ET WR a 
> 2? 3 1* 29 3* > j? , 
1 cd 
0«la, -x es |f(aj)- fe9[pe » - {a} x 
1 
jn |f(«)- fG)|» (1) 
x P. D, C PUP, UP, UUP, U- 
D001 BUBUBU--URU-- 
3 1 f 
D, 1 u 
充分 条 件 D, 1 f 
证 明 D 1 
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因 





此 ， 点 态 不 连续 
作为 第 1 类 集合 的 意义 下 仍然 是 “小 型 的 ”。 





图 数 是 这 样 一些 











函数 ， 它 们 合并 后 
这 个 特征 把 汉 克 尔 在 30 岁 


T 4% |223 
x03 

" 
的 不 连续 性 在 











时 提出 的 点 态 不 连续 的 概念 简化 成 关于 集合 Dj 的 一 个 简单 条 件 。 这 个 条 


件 除 了 具有 自身 内 在 的 价值 外 , 还 使 贝尔 得 以 对 第 12 章 的 沃 尔 泰 拉 定 


给 





一 个 典雅 的 证 明 。 


下 面 我 们 重新 给 出 沃 尔 泰 拉 定 ] 


10 


理 的 证 明 。 
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沃 尔 泰 拉 定 理 
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尔 毫 不 费力 地 得 到 下 述 引 人 注目 的 推广 。" 
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这 个 定理 表明 ， 即 使 这 些 点 态 不 连续 函数 可 能 具有 无 限 多 个 不 连续 
性 点 ， 而 且 即 使 汇集 可 数 无 限 多 个 这 种 国 数 ， 足 够 的 连续 性 仍然 保证 
它们 拥有 一 个 共同 的 稠密 点 集 ， 所 有 国 数 在 这 个 点 集 上 是 连续 的 。 这 
代表 集合 论 同 分 析 学 的 一 种 完美 结合 ， 在 勒 内 。 贝尔 机 警 的 目光 下 融 
为 一 体 。 

在 结束 本 市 前 , 我 们 提出 贝尔 从 他 的 重要 定理 得 出 的 最 后 一 个 结果 ， 
这 把 他 引 向 另外 一 个 影响 深远 的 创新 。"” 

定理 D000000000000000000000000 

于 此 , 他 从 一 个 点 态 不 连续 函数 的 序列 f. fs fs s foo 开始 , 这 
个 序列 定义 在 一 个 共同 的 区 间 上 ， 并 且 假 定 它们 一 致 收敛 于 一 个 函数 大 
如 我 们 见 过 的 那样 ， 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 描述 的 一 致 收敛 是 充分 强 的 收敛 ， 
足以 把 个 体 函数 的 某 些 特性 传递 给 它们 的 极限 函数 。 贝 尔 证 明了 “点 态 
不 连续 性 ”就 是 这 样 一 种 特性 。 

我 们 给 出 他 的 证 明 的 大 意 ， 略 去 论证 过 程 的 细节 。 贝 尔 证 明了 ,在 
一 致 收敛 条 件 下 , 个 体 函 数 f 的 任何 共同 的 连续 性 点 必定 是 极限 函数 / 
的 一 个 连续 性 点 。 用 集合 论 的 记号 表示 这 个 结论 ， 他 证 明了 

C; C, 1C, ANC fl c C, 
正如 我 们 刚才 所 见 ， 贝 尔 确 知 这 个 可 数 的 交集 是 稠密 的 , 所 以 Cj 必定 也 
是 稠密 的 。 于 是 , 如 定理 的 断言 , 在 一 个 稠密 集 上 连续 的 一 致 收敛 极限 /了 
是 点 态 不 连续 的 。 

点 态 不 连续 函数 的 一 致 收敛 极限 必定 是 点 态 不 连续 的 这 个 事实 ， 令 
贝尔 怀疑 ， 对 于 非 一 致 收敛 的 极限 甚至 也 可 能 存在 这 个 结论 。 他 的 这 些 
见解 导致 一 种 函数 分 类 新 方法 的 诞生 , 同 汉 克 尔 在 25 年 前 提出 的 分 类 法 
相 比 ， 这 种 方法 复杂 得 多 。 本 章 最 后 ， 我 们 就 来 讨论 这 些 思想 。 
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贝尔 的 函数 分 类 


贝尔 同 汉 克 尔 一 样 ， 怀 着 把 函数 分 成 逻辑 上 有 意义 的 类 别 的 愿望 ， 
ee 在 因为 使 用 单调 乏味 的 术语 而 闻名 的 过 
程 中 ， 他 写 道 :“ 我 选择 连续 函数 构成 0 类 的 说 法 。” M 
假定 我 们 有 连续 函数 a T) 的 一 个 序列 {f.} HES 
Sœ = lim f, Go) 是 它们 的 点 态 收 全 的 极限 ,如 我 们 所 见 ,f 可 能 是 连续 的 ， 
也 可 能 是 不 连续 的 。 在 后 面 这 种 情形 下 ， 极 限 函 数 f£ 越 出 0 类 函数 的 范 
Hi , e AE 他 指出 :“ 那 些 成 为 连续 函数 序列 极限 
的 不 连 He 1 类 。” 作 为 例子 ， 我 们 回忆 第 9 章 的 函数 
rarae ， 每 个 这 样 的 函数 在 区 间 [0, n]. 上 是 连续 的 ， 但 是 
/ CO = e E 所 以 /属于 1 类 。 

贝尔 证 明了 更 有 意义 的 结果 : 属于 1 类 的 函数 ， 在 最 坏 的 情况 下 是 

点 态 不 连续 的 。 中 也 就 是 说 ， 当 我 们 取 连 续 函 数 序 列 的 极限 时 ， 其 结果 
不 一 定 是 处 处 连续 的 ， 但 是 必定 至 少 在 一 个 稠密 集 上 是 连续 的 。 因 此 ， 
取 连 续 函 数 序 列 的 极限 不 能 消除 连续 性 的 全 部 痕迹 。 相 反 ， 这 样 的 极限 
保留 原 有 图 iii bind 的 连续 性 。 对 于 那些 探索 分 析 学 中 某 种 
不 变性 的 人 而 言 ， 从 这 个 结论 中 可 以 得 到 一 些 安奈。 

下 面 是 一 个 推论 。 

定理 D0000A00000000000A000000000 


00000 
证 明 0000 tl000000000 A= ID fog 
fo0000000000000 400000000 lim/G)- 


lig fE DAO rengggpg kong W0000 


so oD000000000U000000 onu [ 
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0DDOO0OO0OO0OOO0O0D0 1I00000000000000000DO0ODO 

DOFAO00000000000000 m 
我 们 曾经 见 过 ， 一 个 可 微 函 数 可 能 有 一 个 不 连续 的 导数 ， 但 是 现在 

我 们 能 够 回答 这 样 一 个 重要 问题 : 一 个 导数 实际 在 多 大 程度 上 可 能 是 不 

连续 的 ? 这 要 感谢 贝尔 ， 他 给 出 答案 是 : 不 是 非常 不 连续 ， 因 为 它 必 定 

在 一 个 稠密 集 上 是 连续 的 。 

同时 ， 贝 尔 继续 阐明 他 的 分 类 方案 。 











































































































ogo 1000000000UUU0DD 
0o00 D00000000000000000U0 20 
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为 了 证 实在 2 类 函数 中 存在 某 些 结果 ， 我 们 定义 一 个 函数 


D(x) - lim |lim(cos ktm)” | 





并 且 断 言 ， 这 个 函数 同 其 外 部 特征 相反 ， 就 是 狄 利克 雷 函 数 
L x 为 有 理 数 

(e E 

我 们 应 该 花 点 时 间 来 证 实 这 个 断言 。 首 先 注意 ， 如 果 x= p/q 是 


个 到 最 条 形式 的 有 理 禾 那么 对 于 任何 人 >9， 表 过 式 Enx= kia Jia 





















































的 整数 倍 。 因 此 , 对 于 某 处 后 面 的 每 个 k,lim(cosklxx)” = lim(+D ”=1， 





所 以 也 有 D(x) = lim | lim(cosk!re0)” | =1。 男 一 方面 ， 如 果 x 是 无 理 数 ， 
那么 Elrx 不 会 是 x 的 某 个 整数 倍 , 由 此 推出 |cosk!rx|<1。 因此 对 于 每 个 
k, lim(cosk!nx)" =0, HELA D(x) = tim lim(cosktzeo | -lim0-0, Hi 
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于 函数 D(x) 在 每 个 有 理 数 点 的 值 等 于 1, 而 在 每 个 无 理 数 点 的 值 等 于 0， 
所 以 实际 上 它 是 改头换面 的 狄 利克 雷 函 数 。 

这 一 点 之 所 以 引起 人 们 的 兴趣 是 由 于 D(x) 的 解析 性 质 。 当 在 19 H 
纪 之 初 引 进 狄 利克 雷 国 数 时 ， 它 似乎 是 极端 病态 的 ， 以 致 被 置 于 分 析 学 
领域 之 外 。 然 而 ， 我 们 从 这 里 看 出 ， 它 的 性 态 并 不 比 某 些 具备 良好 特性 
的 余弦 函数 序列 的 双重 极限 函数 更 差 。 

除 此 之 外 ,对 于 每 个 和 jj， 函数 (cosk!lmx)” 是 连续 的 ， 所 以 狄 利克 
雷 函 数 被 视 为 连续 函数 序列 的 点 态 极 限 序列 的 点 态 极 限 。 这 使 它 置 身 于 
0 类 、1 类 或 2 类 国 数 的 范围 。 但 是 我 们 知道 &(z) 是 处 处 不 连续 的 ， 所 以 
既 不 属于 0 类 函数 (此 类 函数 要 求 连续 性 )， 也 不 属于 1 类 函数 (此 类 函 
数 要 求 在 一 个 稠密 集 上 的 连续 性 )。 于 是 , 狄 利克 雷 函 数 仅 可 能 属于 贝尔 
的 2 类 函数 。 

贝尔 作 好 了 继续 分 类 的 准备 。 如 果 一 个 函数 是 那些 属于 0 类 、1 类 
或 2 类 的 函数 序列 的 点 态 极 限 函 数 ， 但 是 不 属于 这 几 类 函数 中 的 任何 一 
类 ， 那 么 就 说 它 属于 3 类 函数 。 从 0 类 、1 类 、2 类 或 3 类 函数 序列 得 到 
的 点 态 极 限 函 数 而 又 越 出 这 儿 个 类 别 的 函数 将 属于 4 类 函数 。 并 且 ， 把 
这 样 的 分 类 继续 进行 下 去 。 最 终 ， 我 们 得 到 一 座 其 大 无 比 的 难以 想象 的 
国 数 分 类 的 高 塔 ， 以 连续 国 数 为 塔 基 ， 通 过 重复 的 极限 演变 出 一 层 又 一 
层 形状 越 来 越 奇 怪 的 塔 身 。 

不 言 而 喻 ， 贝 尔 的 分 类 向 我 们 提出 了 许多 问题 。 例 如 ， 怎 样 能 够 肯 
定 存在 属于 247 类 的 函数 ?再 有 ， 是 否 存在 异常 奇特 以 至 全 然 不 属于 贝 
尔 分 类 之 列 的 函数 ? 这 正 是 贝尔 同时 代 的 数学 家 亨利" 勒 贝 格 所 解决 的 
问题 ， 他 经 过 证 明 ， 对 这 两 个 问题 给 出 了 响亮 的 回答 :“ 是 的 。”" 

尽管 病弱 的 身体 使 勒 内 。， 贝 尔 的 学 术 生 涯 突然 告终 ， 但 是 他 在 数学 
上 创建 了 不 朽 的 业绩 。 他 引进 了 第 1 类 集合 与 第 2 类 集合 的 概念 ， 证 明 
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了 他 的 强 有 力 的 分 类 定理 。 此 外 ， 他 提供 了 函数 的 一 种 分 类 ， 这 种 分 类 
把 分 析 学 的 范围 扩展 到 了 遥远 的 地 域 。 

正如 数学 史学 专家 Thomas Hawkins 所 言 ， 贝 尔 的 惊人 发 现 表 明 ,， 即 
使 到 20 世纪 之 初 ， 微 积分 仍然 会 产生 种 种 奇妙 的 新 问题 。"” 关于 这 一 
点 ， 勒 贝 格 指出 贝尔 具有 “丰富 的 想象 力 和 坚定 的 批判 意识 ”， 并 且 继 续 
写 道 : 
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最 后 , 勒 贝 格 称 贝尔 为 “一 位 最 高 级 的 数学 家 ”, 这 是 一 位 伟大 的 分 
析 学 家 对 另 一 位 伟大 的 分 析 学 家 的 崇高 赞誉 。™ 
在 结束 这 一 章 时 , 让 我 们 重 温 本 章 开 头 引用 过 的 贝尔 的 一 句 话 :“ 任 
何 同 函 数论 有 关 的 问题 都 将 导致 同 集合 论 有 关 的 某 些 问题 ，…… 。 正如 
我 们 所 见 ， 贝 尔 实 践 了 这 句 敌 言 。 就 现代 分 析 学 而 论 ， 人 们 已 经 完全 接 
受 他 的 见解 ， 我 们 理应 深 表 对 贝尔 的 感激 之 情 。 
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SF e 勒 贝 格 (1875—1941) 


随 着 20 世纪 的 到 来 , 数学 家 们 有 理由 为 自己 喝彩 。 微 积分 已 经 存在 
了 两 个 多 世纪 。 它 的 基础 已 经 不 容 置 疑 ， 许 多 甚而 未 决 的 问题 已 经 宣告 
解决 。 自 从 牛顿 和 莱 布 尼 茨 初创 微 积分 以 来 ， 分 析 学 走 过 了 漫长 的 路 程 。 

适 逢 其 时 ， 享 利 " 勒 贝 格 卷 入 到 这 门 学 科 中 来 。 他 在 1902 年 对 积 4 
论 进行 了 革命 ， 并 且 进 一 步 把 这 场 革命 推进 到 实 分 析 ， 那 时 他 还 是 巴黎 
大 学 的 一 名 才华 横 溢 的 博士 生 。 他 以 一 篇 博士 论文 实现 了 这 一 目标 ， 那 
篇 论文 被 描述 成 “以 往 所 有 数学 家 写 就 的 最 佳 论 文 之 一 ”。m 
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为 了 对 勒 贝 格 的 成 就 获得 一 些 感性 认识 ， 在 考察 勒 贝 格 富有 创造 性 
的 奉 代 积分 之 前 ， 我 们 快速 复习 一 下 黎 曼 积分 。 


回归 黎 曼 积分 


在 前 面 儿童 已 经 着 重 指 出 歼 曼 积分 中 存在 的 某 些 “缺陷 ”。 由 于 这 个 
原因 ， 数 学 家 们 曾经 期 待 是 正确 的 命题 ， 需 要 附加 某 些 假设 方 能 成 为 真 
命题 。 例 如 ， 如 果 不 给 出 看 起 来 过 份 限制 的 假设 ， 微 积分 基本 定理 以 及 
极限 与 积分 的 交换 定理 都 不 复 成 立 。 

对 于 后 一 种 情况 ， 在 第 9 章 举 出 的 反例 中 包含 一 个 函数 序列 ， 函 数 
项 带 有 越 来 越 高 的 尖峰 值 。 在 那 种 情况 下 ， 人 们 可 能 认为 极限 与 积分 不 
能 交换 的 原因 在 于 函数 不 是 一 致 有 界 的 。 然 而 从 下 面 的 例子 明显 看 出 ， 
这 种 缺陷 隐藏 得 更 深 。 

我 们 从 区 间 [0, 1] 中 的 有 理 数 集 开 始 , 这 个 集合 用 ORR. 集合 的 可 
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数 性 使 我 们 能 够 把 它 列 举 出 来 : Q5 {r rs rs ra …}。 然 后 我 们 定义 函数 
序列 
Jb X57, h, h, 
$,(x) = 0, 其 他 六 





rh o, 在 前 面 k 个 有 理 数 点 都 取 值 1, 而 在 其 余 的 点 取 值 0, 每 个 这 样 的 
函数 是 有 界 函 数 , ilt [os GO | 三 1, 同时 每 个 函数 在 除 有 限 个 点 以 外 等 于 
0， 所 以 是 可 积 的 ， 并 且 | f Code 0, 
È, KF img 会 有 什么 结果 ?由 于 [0, 1] 中 的 任何 有 理 数位 于 
列表 中 的 某 处 地 方 ， 当 一 时 () 最 终 将 取 值 1， 并 且 保持 这 个 值 。 
此 外 ， 如 果 x 为 无 理 数 ， 对 于 所 有 大 有 筷 (9) = 0 。 换 名 话说 ， 
. Ji, X 为 有 理 数 
mated DIR i 
自然 ， 我 们 得 到 的 是 狄 利克 雷 国 数 ， 所 以 纵然 每 个 所 是 可 积 的 ， 它 们 的 
点 态 极限 是 不 可 积 的 。 不 言 而 喻 ， 狄 利克 雷 函数 的 不 可 积 性 表明 ， 
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lim f g Odra] img ode. AERA, EB 9 章 的 例子 中 ， 积 分 与 
极限 的 交换 问题 不 能 用 函数 的 无 界 性 来 解释 。 
即使 对 这 些 问题 作 了 考虑 ， 仍 然 留 下 如 何 通过 不 连续 性 说 明 歼 曼 可 
各 性 的 特征 的 问题 。 按 照 前 面 一 章 所 用 的 函数 不 连续 性 点 集 的 记号 ， 数 
学 家 们 期 待 着 填写 下 列 句 子 ， 
一 个 有 界 函 数 /在 区 问 [a,5] 上 是 可 积 的 ， 
当 且 仅 当 D, 是 
任何 人 都 相信 ， 这 个 句子 中 的 空白 将 会 用 关于 函数 的 不 连续 性 点 集 D 
某 种 “小 型 性 ”的 条 件 填 和 人 。 显 而 易 见 ， 这 个 缺少 的 条 件 不 会 是 “有 限 
的 ”或 “可 数 的 "， 也 不 会 是 “第 1 类 集合 "， 它 的 特性 是 不 确定 的 。 无 
论 是 谁 ， 如 果 赁 借 函 数 的 连续 性 与 黎 曼 可 积 性 之 间 的 联系 ， 完 成 上 述 句 
子 的 填充 ， 定 然 引起 巨大 存 动 。 
正 是 勒 贝 格 解决 了 所 有 这 些 问题 。 他 回归 到 长 度 和 面积 的 概念 ， 从 
全 新 的 角度 观察 它们 ， 并 由 此 提出 积分 的 一 种 替代 定义 。 我 们 的 故事 就 
从 我 们 现在 所 说 的 “ 勒 贝 格 测度 ”开始 。 


FWE 


在 1904 E-E 7-3 (ROS RRIA P, E APERE 
他 的 最 初 目标 :“ 我 希望 首先 对 集合 赋予 数 的 属性 , 这 种 数 类 似 于 它们 的 
长 度 。” 宝 这 本 专著 脱胎 于 它 的 学 位 论文 。 

他 从 非常 简单 的 情况 开始 。 在 四 个 区 间 [a, b], (a, b], [a, 5) 和 (a, b) 
中 ， 任 何 一 个 区 间 的 长 度 均 为 5b-a。 如 果 一 个 集合 是 两 个 不 相交 集合 的 
并 集 ， 也 就 是 说 ， 如 果 4=[a, 5]U[c, d] ， 其 中 5<c， 那 么 我 们 自然 令 4 
的 长 度 为 (5b-a) + (4d-c)。 按 同样 的 方式 ,我们 可 以 给 出 任何 有 限 个 不 
相交 区 间 的 并 集 的 长 度 。 

但 是 ， 勒 贝 格 已 经 注意 到 复杂 得 多 的 集合 。 例 如 ， 我 们 应 该 怎样 把 
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长 度 的 撤 念 扩充 到 像 9= | 二 二 二， 这 样 的 无 限 集合 上 ? 在 第 13 章 


曾经 证 明 ， 集 合 5 是 无 处 稠密 的 。 或 者 换 一 种 说 法 ， 我 们 如 何 度量 包含 
在 单位 区 间 [0, 1] 内 的 无 理 数 集合 的 “长 度 ”? 

在 勒 贝 格 之 前 的 数学 家 中 有 人 曾经 提出 过 这 些 问题 。 阿 克 舍 尔 。 哈 
纳 克 (1851—1888) 在 19 世纪 80 年 代 引 进 过 集合 的 一 种 度量 ， 我 们 现 
TERI AVE FERIA AER, UI 当 给 定 这 样 的 一 个 集合 时 ， 他 先 把 它 置 于 
有 限 个 区 间 的 一 个 覆盖 内 ， 并 且 用 这 些 区 间 的 长 度 的 和 作为 集合 外 容量 


的 近似 值 。 对 于 上 述 集合 S, serrer AERE S c (o ES 7) 











m 101) s m2 4 (10 m 
qs. mx). 它们 的 长 度 之 和 等 于 了 + 证 + 【10 

我 们 可 以 通过 取 一 个 不 同 的 覆盖 来 改进 这 个 估 值 。 例 如 ， 假 定 我 们 
用 下 面 5 个子 区 间 的 并 集 覆 盖 S: 

S c (0, 0.200DU(0.2499，0.250DU(0.3332，0.3334)U 
(0.4999, 0.5001) U (0.9999, 1.0001) 

虽然 这 样 做 显得 有 些 奇怪 , 不 过 我 们 的 策略 是 清楚 的 (参见 图 14-1). d 
左边 的 区 间 (0, 0.2001) 包含 5 中 除 1/4, 1/3, 1/2 和 1 以 外 的 所 有 点 ， 而 
这 4 个 点 都 用 各 自 的 小 区 间 包 围 。 对 于 这 个 覆盖 ， 其 区 间 的 长 度 之 和 为 
0.2001+0.0002+0.0002+ 0.0002+0.0002=0.2009, 比 前 面 第 一 个 覆盖 的 长 度 


]- 0.9103 , 
































fÉ 0.9103 小 得 多 。 
t—0.2001-4 
EK ap — (2 
1 
0 1 3 i 1 
图 14-1 











至 此 ， 哈 纳 克 提出 了 一 个 大 胆 的 想法 : 用 有 限 个 区 间 以 所 有 可 能 能 
方式 覆盖 一 个 有 界 集 合 EE， 再 求 每 个 窗 盖 中 各 区 间 长 度 之 和 ， 并 把 外 容 
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量 c( 司 定义 为 当 最 宽 区 间 的 长 度 趋 近 零 时 这 种 和 的 极限 。 

这 个 定义 有 许多 可 取 之 处 。 例 如 ， 一 个 有 界 区 间 的 外 容量 就 是 它 的 
长 度 一 这 恰好 是 人 们 所 期 望 的 。 同 样 ， 单 点 集 {4} 的 外 容量 必定 为 零 
因为 对 于 任何 自然 数 k， 我 们 可 以 用 一 个 长 度 为 二 的 区 间 





(去 ,0+ 让 覆盖 qj， 当 不 断 增 大 时 ， 这 个 长 度 缩小 为 零 ， 所 以 


ce({a})=0。 这 也 是 如 人 们 所 期 望 的 。 
哈 纳 克 同样 能 求 出 像 S 那样 的 无 限 集 的 外 容量 。 他 用 的 是 上 面 第 二 
iride MAP M I PE ik 





中 除 有 限 个 点 以 外 的 所 有 点 ， RUHL, L … 了 和 1 表示 这 有 限 个 


点 。 然后 把 这 入 个 点 置 于 个 长 度 为 二- 的 小 区 间 内 。 例如 ,可 以 把 二 时 





DN ON DUC x JE Dx [E] dE [28 ze zr y 
ae 3N? E Eja 这 些 区 间 共 同 覆 盖 8S， 而 它们 的 长 度 之 和 为 


Ean] : Fide 
2 4N] 2 4 4 
由 于 对 每 个 e> 0 ，Y 处 于 总 长 度 小 于 的 有 限 个 区 间 内 ， 所 以 我 们 断定 
ce(S)=0。 这 样 就 得 到 一 个 外 容量 为 零 的 无 限 的 无 处 稠密 集 。 

但 是 ， 哈 纳 克 要 面 对 一 种 不 同 的 情况 ， 那 就 是 区 间 [0, 1] 内 的 有 理 数 
的 集合 Qi: 一 个 无 限 的 稠密 集 。 他 认识 到 ， 由 有 限 个 区 间 构 成 的 91 的 
任何 覆盖 必然 覆盖 整个 [0 1] 区 间 。 因 此 ce(Q1)=1。 束 是 说 ， 单 位 区 间 内 
的 所 有 有 理 数 的 外 容量 同 单位 区 间 本 身 的 外 容量 相等 。 

从 某 些 方面 看 ， 这 似乎 是 言 之 有 理 的 ， 但 从 其 他 方面 看 ， 这 是 有 问 
题 的 。 因 为 如 果 我 们 令 五 是 [0, 1] 内 的 无 理 数 的 集合 , 用 完全 相同 的 推理 ， 
同样 证 明 ce(11)=1。 由 于 不 相交 的 集合 2 和 五 的 并 集 是 整个 区 间 [0, 1], 
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我 们 看 出 
c (Q, UI) 2 c,(6,1) 21, ifi c,(Q)) *c,(,) 214122 

显而易见 ， 我 们 不 能 把 一 个 集合 分 开 成 不 相交 的 子 集 ， 而 它们 的 外 容 
之 和 仍然 为 原来 集合 的 外 容量 。 这 样 的 非 可 加 性 是 哈 纳 克 的 容量 理论 
受 欢迎 的 特性 。 

把 长 度 的 概念 扩展 到 非 区 间 集 合 的 这 种 前 景 ， 足 以 引导 其 他 人 修改 
外 容量 这 样 的 定义 , 以 便 消除 伴随 的 问题 。 许多 数学 家 投身 这 个 讨论 中 ， 
但 是 历史 把 最 终 解决 这 个 问题 的 责任 赋予 勒 贝 格 。 如 果 一 个 集合 “能 够 
包含 在 有 限 个 或 可 数 无 限 个 区 间 内 ， 而 这 些 区 间 的 总 长 度 可 以 小 到 我 们 
希望 的 任意 小 的 地 步 ”"， 那 么 他 把 它 定义 为 零 测 度 的 集合 。 钻 因此， 如果 
对 于 任意 >0 ， 我 们 能 够 使 集合 E 包含 在 区 间 (a,b), (a,b), 
(a,b), VN, B 


fin 





ES 

















Ec (a,b) U(a;, b, ) U- --U(a,. b )U--- 
其 中 六 Co a) «€ , 那么 已 是 零 测度 的 集合 ， 记 为 m(BE) = 0。 同 哈 纳 克 


不 一 样 ， 勒 贝 格 在 这 里 的 创新 在 于 允许 用 可 数 无 限 个 区 间 和 覆盖 集合 ， 而 
这 样 做 同 哈 纳 克 的 做 法 有 天 壤 之 别 。 

从 这 个 定义 明显 看 出 ， 一 个 零 测 度 集合 的 任何 子 集 必定 为 零 测度 集 
合 。 同 样 明显 ， 一 个 外 容量 为 零 的 集合 也 具有 零 测度 。 因 此 ， 单 点 集合 
和 上 面 的 集合 S 都 是 零 测 度 的 集合 。 但 是 当 勒 贝 格 证 明 下 述 定理 后 ， 证 
实 相反 的 结论 不 成 立 一 一 而 且 出 其 不 意 地 不 成 立 。 
定理 000000 £=E&UEUEU UEU- 0000000 
uuggmgugg annuo ndan" 
证 明 De>0000000000000000 A000000 
002000000000000 0000000040000010 
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00000000000000 有 &00000000 0 0000 


D00000000000 £000000000000000000 
EET EAE eap EP a p cS Eo tnb P ED E EE EE OBI 


bs E quee teal ud DUDE 


4 8 2 2 
Ul cQD000000000000 200000 E 

由 此 推出 ， 任 何 可 数 集 的 测度 为 零 ， 因 为 这 样 一 个 集合 可 以 表示 成 
它 的 单个 点 集 的 (可 数 ) 并 集 。 特别 是 , 区 间 [0, 1] 内 的 有 理 数 的 集合 (前 
面 标记 为 01 的 稠密 集 ) 具有 和 零 测度 。 由 于 m(Q1)=0， 而 ce(Q1)=1, 这 说 明 
外 容 度 为 零 与 测度 为 零 在 根本 上 是 不 同 的 。 

为 数 不 多 的 数学 家 在 具有 零 测 度 的 稠密 集 的 现象 面前 可 能 退缩 。 毕 
竞 ， 稠 密集 是 普遍 存在 的 ， 它 会 出 现在 无 论 多 么 小 的 区 间 内 。 哈 纳 克 本 
人 在 20 年 之 前 就 开始 走 上 这 条 道路 , 但 是 他 把 零 测 度 作为 可 笑 的 想法 拒 
绝 了 。 这 样 一 种 看 似 非常 反常 的 景象 使 他 相信 要 坚持 采用 有 限 区 间 的 
Bu. 

1H 9 VUE SER RAR, fo f BUECHILSGKBS BRUCH TRE S] 
其 连续 性 点 之 间 的 关系 时 , 他 证 明 自 己 的 方法 是 极 有 价值 的 。 问 题 在 于 ， 
“一 个 可 积 国 数 可 能 在 何等 程度 上 是 不 连续 的 ? ”下 面 的 定理 是 对 于 这 个 
问题 的 简单 回答 。 

定理 000000 Z000 [a, ol 
D0000000000000000m 
这 就 是 说 , 勒 贝 格 用 条 件 m(D,)=0 填 充 了 句子 (2) 中 的 关键 空白 。 
在 许多 书籍 中 把 这 个 定理 称 为 “ 勒 贝 格 定理 ”， 说 明 在 他 最 终 证 明 的 大 量 
定理 中 ， 这 个 定理 是 特别 重要 的 。 

毫 不 奇怪 ， 勒 贝 格 的 论证 的 核心 在 于 黎 曼 可 积 条 件 ， 这 个 条 件 可 以 
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改写 如 下 : 函数 /在 区 间 [a, DERETA, PLELDCIRET HERE E> 0 
和 任意 > 0, 我 们 可 以 把 [a 如 划分 成 有 限 数目 的 子 区 间 ， 其 中 /的 振幅 
KF o 的 点 所 在 的 那些 子 区 间 (我 们 称 为 A 类 子 区 间 ) 的 总 长 度 小 于 e 。 

我 们 注意 到 ， 到 勒 贝 格 时 代 ， 函 数 在 一 点 的 “振幅 ”的 概念 比 黎 曼 
时 代 有 了 更 确切 的 含义 。 不 过 就 我 们 的 目的 而 言 ， 依 旧 可 以 把 它 非 正 式 
地 视 为 在 那个 点 的 邻 域内 函数 的 最 大 变 差 。 此 外 ， 已 经 知道 ， 一 个 函数 
在 点 必 是 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 在 x 的 振幅 为 零 。 

勒 贝 格 引进 Gi(o ) 作 为 在 区 间 [a, 加 中 函数 的 振幅 大 于 或 等 于 o 的 
那些 点 的 集合 ， 并 且 证 明 Gi( 0 ) 是 一 个 闭 有 界 集 。 由 于 Cr = fx/ 在 x 的 
振幅 为 零 }， 我 们 知道 

D, = ix | f Textile T 
-aoua [:)us(Ju--ua(7)u-- (3) 
等 式 (3) 显然 是 成 立 的 。 另 一 方面 ,在 任何 不 连续 的 点 ,振幅 必定 为 正 ， 
BIRHEN K RAM N, SEDE y “这 意味 着 不 连续 的 点 属于 GL), 
因此 属于 等 式 G) 右 端 的 并 集 。 反 过 来 说 ， 这 个 并 集中 的 任何 点 必定 属 
于 某 个 0 [IL] ， 因 此 有 一 个 正 报 幅 使 它 成 为 一 个 不 连续 的 点 ， 
































在 这 种 背景 下 ， 我 们 来 考察 勒 贝 格 的 证 明 。 
证 明 O00000000 A000lf[,2000000000000 
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1 1 1 
DD a ua (Jus l uc U 000 
2 3 k 
30 | »ngnüngagduai 
Umauuul m(D9-0t]L] 00 e»0[] e»0 | 
Lag kQ f o er) 
k k 
DAD a(i 0000006 
en dni 0 e) 
k 
0 0 - aaf) 
改天 
0D 有限 00D00m 
De | e [] [o 
k 
0 ul fü l uui 图 
此 后 ， 勒 贝 格 定义 了 国 数 的 一 种 几乎 处 处 具有 的 性 质 ， 这 是 指 国 数 
只 在 零 测 度 集 上 不 保持 的 性 质 。 用 这 个 术语 ， 我 们 把 勒 贝 格 定理 简洁 地 


重 述 如 下 : 一 个 有 界 函 数 f 在 区 间 [a, 5] 上 是 歼 曼 可 积 的 ， 当 且 仅 当 它 是 
几乎 处 处 连续 的 。 

这 个 特征 非常 有 用 ， 例 如 ， 我 们 可 以 用 它 立 刻 证 明 [0, 1] 上 的 直 尺 
国 数 尺 的 可 积 性 。 正 如 我 们 曾经 证 实 的 那样 , R 在 除 测 度 为 零 的 有 理 数 
集 之 外 是 连续 的 。 这 意味 着 直 尺 函数 是 几乎 处 处 连续 的 ,所 以 是 黎 曼 可 
积 的 。 
在 数学 分 析 中 ， 勒 贝 格 定理 堪 称 一 个 经 典 。 从 所 发 生 的 事情 来 看 ， 
带 有 几 分 讽刺 意味 的 事实 是 ， 彻 底 了 解 黎 曼 积 分 的 人 正 是 使 它 不 入 就 变 
得 陈旧 的 人 : 这 就 是 勒 贝 格 。 
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集合 的 测度 


零 测 度 概念 的 全 部 重要 性 在 于 仅 对 实 直线 上 的 某 些 集合 是 适用 的 。 
勒 贝 格 在 他 的 论文 中 继续 对 一 个 大 得 多 的 集合 族 定义 了 “测度 ”。 基 本 思 
想 是 从 他 的 同胞 埃 米尔 " 博 雷 尔 (1871—1956) 那里 借用 来 的 ， 但 是 勒 
贝 格 对 它 所 做 的 改进 是 无 法 测度 的 我们 敢 相信 吗 ?)。 

这 个 方法 有 一 个 我 们 熟悉 的 环 季 。 对 于 一 个 集合 E cS[a,5] ， 勒 贝 格 
写 道 : 


































































































D000000000000000000000UU00OU0 

DDO es DOD00000U0UUD0D £00 
D000000000000000000000 mcouuu-g 
[] 外 测度 0D 











用 符号 表示 ， 这 相当 于 
m, (E) - inf Y, -a,)|lEc (a,b). b) Uab) U=} 


其 中 我 们 用 到 了 所 述 集合 的 下 确 界 或 最 大 下 界 。 此 外 ， 外 测度 同 外 容量 
之 间 的 差别 ， 在 于 勒 贝 格 除了 考虑 有 限 的 用 盖 之 外 还 考虑 到 可 数 无 限 的 
覆盖 。 他 立刻 注意 到 m(E)sc。(E) ， 因 为 取 更 多 的 覆盖 仅 有 可 能 降低 它 
们 的 最 大 下 界 。 

接着 他 考查 了 E 在 [a,2] 内 的 补 集 ,我 们 把 它 表示 成 £* = {x|xe [a,b], 
但 是 ze E}, MEREL, RH E 的 外 测度 ,然后 把 的 内 测度 定义 
为 m(E)= (b-a)-m, (E°) o 

一 种 现代 处 理 方 法 不 用 五 的 补 集 的 外 测度 去 确定 它 的 内 测度 ， 而 改 
用 有 限 个 或 者 可 数 无 限 个 区 间 的 并 集 从 内 部 “填充 ”集合 已 ， 然 后 取 它 
们 的 长 度 之 和 的 最 小 上 界 或 者 上 确 界 。 就 是 说 
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m;(E) -sp {So —a)| (a,b)U(a,, b,)U (a;, b)U-- es 


对 于 有 界 集 而 言 ， 这 两 种 方法 是 等 价 的 ， 但 是 第 二 种 方法 同样 也 适用 于 
为 无 界 集 的 情形 。 

这 时 勒 贝 格 证 明了 “内 测度 不 会 大 于 外 测度 ”， 就 是 说 ， 
mE) € mE) ， 并 且 接 着 提出 关键 性 定义 :“ 内 测度 和 外 测度 相等 的 集 
合 称 为 可 测 的 ， 而 它们 的 测度 为 m,(E) f m, CE) jd pfi," Un 

可 测 集 是 一 个 千 真 万 确 的 庞大 家 族 ， 它 包括 任何 区 间 ， 任何 开 集 和 闭 
集 ， 任 何 零 测度 集 ， 以 及 有 理 数 集 和 无 理 数 集 。 事实 上 有 过 一 段 时 间 ， 数 
学 家 们 未 能 找到 一 个 不 是 可 测 的 集合 ， 即 一 个 m(E)<m,(E) 的 集合 。 这 
样 一 些 集合 最 终 是 通过 选择 公理 构造 出 来 的 , 而 其 结果 是 极端 复杂 的 。" 

勒 贝 格 仔细 研究 了 从 他 的 定义 得 出 的 结果 ， 其 中 最 基本 的 三 个 结果 
如 下 。 
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uggdgagumüuluuzszUugzugzu-uEe,u--üurtut 
D0000 £0000000 m(E)= mE )+m(E,)+ m3) --- 
HmE,)----[] 


第 三 个 结果 是 外 容量 所 不 具备 的 可 加 性 性 质 。 我 们 用 它 可 以 轻 而 易 
举 地 求 出 区 间 [0, 1] 内 无 理 数 的 集合 的 测度 , 这 个 集合 就 是 上 面 所 说 的 五。 
我 们 注意 到 ，[0, 1]=Q,U7， 其 中 右 端 的 两 个 集合 是 不 相交 的 和 可 测 的 。 
EE, 12mQqo, 1p 2 m(Q,U7,) 2 m(Q)* mJ) 20 m(J) , A mh). 
就 测度 而 言 ， 无 理 数 在 [0, 1] 中 处 于 支配 地 位 ， 而 有 理 数 是 无 足 轻 重 的 。 

勒 贝 格 测度 尤其 在 “小 型 ”集合 CEDUSE) 和 “大 型 ”集合 GEI 
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E) 之 间 提 供 一 种 新 的 一 分 为 二 的 方法 。 本 书 把 这 种 方法 同 用 基数 的 一 
分 为 二 的 方法 (可 数 集 与 不 可 数 集 ) 和 拓扑 的 一 分 为 二 的 方法 (第 1 类 
集合 与 第 2 类 集合 ) 相提并论 ， 在 所 有 这 三 种 分 法 中 ， 有 理 数 的 集合 都 
被 看 作 小 型 集合 ， 因 为 它们 是 零 测 度 的 和 可 数 的 , 是 属于 第 1 类 的 集合 ， 
而 无 理 数 的 集合 是 大 型 集合 ， 它 们 是 正 测度 的 和 不 可 数 的 ， 是 属于 第 2 
类 的 集合 。 

继续 采用 这 种 观点 ， 我 们 看 出 在 所 有 这 三 种 一 分 二 的 方法 中 ,“ 小 
型 ”集合 的 子 集 和 可 数 并 集 仍 旧 是 “小 型 ”集合 ， 并 且 我 们 证 明了 一 个 
可 数 集 既是 第 1 类 的 集合 ， 又 是 零 测 度 的 集合 。 但 是 ， 其 他 “大 型 ”和 
“小 型 ”集合 之 间 的 联系 不 复 存 在 。 有 可 能 找到 第 1 类 集合 ， 它 们 是 非 可 
数 的 和 正 测 度 的 集合 ， 同 时 找到 零 测 度 集合 ， 它 们 是 非 可 数 的 和 属于 第 
2 类 的 集合 。' 很 明显 ， 这 些 概 念 已 经 使 数学 家 们 陷入 某 种 困境 。 

在 勒 贝 格 的 博士 论文 中 ， 他 不 满足 于 仅 考 虑 可 测 集 。 他 定义 了 如 下 
的 可 测 函 数 : 一 个 有 界 的 或 韭 有 界 的 函数 /， 如 果 对 于 任何 & < 6 ,集合 
{Xx|g< fŒ) < Ay TRS, a dM 
个 定义 的 几何 意义 。 对 于 沿 7 轴 的 w< 6， 我 们 把 定义 域内 函数 值 介 
和 之 间 的 所 有 x 点 汇集 起 来 , 如 果 这 个 集合 对 于 c 和 /的 所 有 选择 都 是 可 
测 的 ， 就 说 f 是 可 测 函 数 。 

利用 可 测 集 的 性 质 ， 勒 贝 格 证 明了 f 是 可 测 函 数 ， 当 且 仅 当 对 于 任 
fja, 集合 {x1& < f(x)} 是 可 测 的 。 从 这 个 结果 很 容易 推出 狄 利克 雷 函 数 
是 可 测 的 ， 因 为 对 于 集合 {x|& < d(X)} 仅 有 三 种 可 能 性 ， 如 果 0>1， 它 
是 空 集 ， 如 果 0< wsl ， 它 是 有 理 数 集 ， 如 果 ws<0 ， 它 是 全 部 实数 的 集 
合 。 在 每 种 情形 下 ， 这 些 集 合 都 是 可 测 集 ， 所 以 4 Go) 是 一 个 可 测 函 数 。 

我 们 已 经 见 过 ， 狄 利克 雷 函 数 既 不 是 点 态 不 连续 的 ， 也 不 是 黎 曼 可 
积 的 。 由 于 它 的 原始 特性 ， 被 排除 在 这 两 个 函数 族 之 外 。 但 是 它 是 可 测 
的 。 人 们 开始 意识 到 ,通过 引进 可 测 函 数 ， 勒 贝 格 已 经 撤 下 了 他 的 天 网 。 
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他 沿 着 他 的 推理 路 线 继续 前 进 ， 证 明 对 于 一 个 可 测 函 数 frui. R 


合 


Ix|fe92a). {xla <fa) p}, 
{xla< FOS B) fx |a f< B] 
函数 的 和 与 积 是 可 测 函 数 ， 这 意味 着 


都 是 可 测 集 。 他 还 证 明 ， 两 个 可 测 
借 加 法 和 乘法 跳出 可 测 
“还 有 下 面 的 结果 。” 


我 们 不 能 任 


定理 
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这 是 值得 注意 的 ， 
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Li 


理 表明 ， 我 们 甚至 也 不 能 通过 取 点 





(4) 


国 数 的 范围 。 “但 是 ,” 勒 贝 格 写 道 ， 
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极限 逾越 可 测 国 数 的 范围 。 从 前 面 式 〈1) 中 我 们 曾经 见 过 ， 这 对 于 有 界 
的 歼 曼 可 积 函 数 是 不 真实 的 ， 而 且 我 们 在 前 面 儿童 指出 过 ， 这 对 于 连续 
函数 或 者 那些 属于 贝尔 的 第 1 类 函数 同样 是 不 可 能 的 。 在 那些 情况 下 ， 
函数 族 的 限制 过 于 严格 以 至 不 包含 它们 的 所 有 点 态 极限 。 对 比 之 下 ， 可 
测 函 数 是 明显 包含 点 态 极 限 在 内 的 。 

勒 贝 格 很 快 指出 这 几 个 定理 的 一 个 令 人 着 迷 的 推论 。 我 们 可 以 毫 不 
费力 地 看 出 ， 常 值 函 数 是 可 测 的 ， 恒 等 函数 f(x) m x 同样 是 可 测 的 。 再 
通过 函数 的 相 加 和 相 乘 ， 可 知 任何 多 项 式 函数 是 可 测 的 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 
逼近 定理 〈 见 第 9 章 ) 保证 ， 区 间 [a, 5] 上 的 任何 连续 函数 是 一 个 多 项 式 
序列 的 一 致 收敛 极限 ， 所 以 根据 上 述 定理 ， 任 何 连续 函数 是 可 测 的 。 由 
于 同样 理由 ， 连 续 函 数 的 点 态 极限 是 可 测 的 ， 然 而 这 些 函 数 只 不 过 是 贝 
尔 的 第 1 类 函数 。 这 表明 可 微 函 数 的 导数 是 可 测 的 。 同 时 ， 贝 尔 的 第 
类 函数 ， 像 狄 利 克 雷 函数 ， 也 是 可 测 的 ， 因 为 这 些 函 数 是 贝尔 的 第 1 类 
国 数 的 序列 的 点 态 极 了 上限。 同样 的 推理 揭示 ， 每 一 个 贝尔 类 中 的 任何 函数 
都 是 可 测 的 。 

完全 可 以 说 , 在 1900 年 以 前 考察 过 的 任何 国 数 都 属于 勒 贝 格 可 测 国 
数 族 。 这 是 一 个 千 真 万 确 的 庞大 家 族 。 

然而 ， 从 某 种 意义 上 说 ， 所 有 这 一 切 只 是 一 个 序幕 ， 勒 贝 格 正 准 备 

利用 可 测 集 和 可 测 函 数 的 思想 作出 他 的 最 大 贡献 。 


勒 贝 格 积分 


有 界 函 数 的 黎 曼 积分 从 把 定义 域 剖 分 为 细小 的 子 区 间 的 一 个 划分 
开始 ， 在 这 些 子 区 间 上 构建 和 矩形， 它们 的 高 由 函数 值 确定 ， 最 后 令 最 大 
子 区 间 的 宽度 收缩 为 零 。 相 反 ， 替 代 的 勒 贝 格 积 分 乃 是 基于 一 种 简单 而 

又 富有 想象 力 的 思想 : 采用 函数 值 域 的 划分 代替 定义 域 的 划分 。 
我 们 用 图 解 来 说 明 , 考虑 图 14-3 中 的 有 界 可 测 函 数 。 勒 贝 格 令 1< 工 
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为 f 在 区 间 [a, 8] 上 的 下 确 界 和 上 确 界 ， 即 函数 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ， 
所 以 区 间 [ 忆 如 包含 国 数 的 值 域 。 于 是 ， 对 于 任意 2> 0 ， 勒 贝 格 设想 区 间 
[二 的 一 个 由 点 

Ih <L<L,<:…<h,=L 
构成 的 划分 ， 其 中 相 邻 分 点 之 间 的 最 大 间隔 小 于 e 。 


y 


y zf(x) 





E, 2x Mk < FOO< ta] 





图 14-3 


用 沿 y 轴 的 这 样 一 个 划分 ， 我 们 建立 “ 勒 贝 格 和 ”。 像 歼 曼 和 一 样 ， 
我 们 将 用 面积 已 知 的 一 些 区 域 和 逼近 曲线 下 方 的 区 域 ， 不 过 我 们 可 以 不 再 
要 求 这 些 区 域 一 定 为 矩形 。 相 反 ， RATIS TESI y PRITE s ga) ， 并 
HEH E, 2 Ix | L& f GO < La) 4E X Ba, DTE E, 。 这 个 子 集 就 是 图 
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14-3 中 在 x 轴 上 标示 出 的 部 分 。 这 里 ，E 是 三 个 子 区 间 的 并 集 , 但 是 它 
的 结构 可 能 非常 复杂 ， 这 同 求 积分 的 函数 有 关 。 

在 黎 曼 方法 的 相似 步骤 中 ， 我 们 是 构造 一 个 矩形 ， 它 的 高 是 国 数值 
的 近似 值 ， 宽 是 相应 子 区 间 的 长 度 ， 而 甚 面积 为 这 两 个 值 的 乘积 。 对 于 
勒 贝 格 积 分 ， 我们 用 作为 函数 在 集合 EB 上 的 近似 值 ， 但 是 如 果 玉 不 
是 区 间 的 情形 ， 如 何 去 确 定 它 的 长 度 呢 ? 

ZATE, 答案 是 用 集合 E, 的 测度 扮演 这 种 长 度 的 角色 。 我 们 用 高 
乘 “ 长 度 ” 得 到 的 4m(E) 作为 黎 曼 和 中 罕 小 矩形 之 一 的 相应 面积 。 在 
国 数 值 域 的 所 有 子 区 间 上 对 这 些 面积 求 和 ， 我 们 得 到 一 个 勒 贝 格 和 
YA mE) , 在 这 个 级 数 中 我 们 令 最 后 一 项 为 已 -1x | feo) 71] 。 最 后 ， 





MULA e 0, ， 致 使 4- 的 最 大 值 也 和 近 零 。 如 果 通过 极限 过 程 产 
生 一 个 唯一 的 值 ， 我 们 就 说 /在 [a, 如 上 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 并 且 定 义 
freu - im Y M(E, ) 





在 继续 进行 讨论 之 前 ， 我 们 必须 说 明 两 个 问题 。 第 一 ， 很 明显 ， 集 合 
所 ,BB ,…, ,1B 把 区 间 [a,2] 划 分 成 若干 子 集 , 不 过 不 一 定 是 子 区 间 。 
$$, RIRE f 是 可 测 的 ， 根 据 式 (4). XA CE i REIS 
E, 2px |l, € fe) «L4 AR E, ={x|f(W)= 如 是 可 测 集 ,所 以 我 们 完全 
可 以 讨论 关于 m(5) 的 问题 。 至 此 ， 一 切 都 井然 有 序 。 

勒 贝 格 在 为 一 般 读者 编写 的 一 本 书 中 ， 用 一 个 比喻 来 对 比 歼 曼 的 方 
法 与 他 自己 的 方法 。" 他 想象 一 位 零售 商 ， 在 一 天 终结 时 想 要 汇总 营业 
收入 。 对 于 这 位 店主 来 说 ， 一 种 选择 是 “按照 随机 顺序 计算 到 手 的 现金 
和 账单 ”"。 勒 贝 格 把 这 样 一 位 零售 商 称 为 “缺乏 系统 观点 的 ”人 ， 他 依次 
累加 收集 起 来 的 款项 : 1 美元 ，10 美 分 ，25 美 分 ， 另 1 美元 ，10 美 分 ， 
如 此 等 等 。 这 种 方法 犹如 当 他 们 从 左 至 右 越过 区 间 [w, 5] 时 提取 过 到 的 函 














246 ， 微 积分 的 历程 : 从 牛顿 到 勒 贝 格 





数值 。 对 于 黎 曼 积分 ， 这 个 过 程 是 由 定义 域 中 的 值 “ 驱 动 ”的 ， 而 值 域 
中 的 值 被 搁置 一 旁 。 

勒 贝 格 接着 指出 ， 如 果 不 这 样 做 ， 店 主 在 结账 时 不 考虑 收 到 每 笔 
项 的 顺序 ， 而 代 之 以 按 款项 的 面值 分 组 ， 难 道 不 是 更 为 可 取 吗 ? 例如 ， 
可 能 共计 收 到 10 美 分 12 笔 ，25 美 分 30 笔 ，!1 美元 50 笔 ， 等 等 。 这 样 ， 
计算 一 天 的 收入 将 变 得 很 简单 ， 用 每 种 币值 的 数量 (对 应 于 5 的 测度 ) 
乘 以 币值 《对 应 于 国 数值 上 )， 然 后 对 结果 求 和 。 这 种 情况 下 ， 正 如 勒 贝 
格 积 分 的 情形 ， 其 过 程 是 由 值 域 中 的 函数 值 驱动 的 ， 而 划分 定义 域 的 
被 搁置 一 旁 。 

勒 贝 格 承认 ， 对 于 商业 经 营 中 涉及 的 有 限 的 量 ， 这 两 种 方法 产生 同 
样 的 结果 。“ 但 是 对 于 我 们 必须 求 数目 无 限 的 极 微小 的 量 之 和 而 言 ,” 他 
写 道 ,“ 这 两 种 方法 之 间 存 在 着 巨大 差别 。” 为 了 强调 这 种 差别 , 他 指出 : 









































aio Noa Nola a ha ea eis 
000000 x00000000000000000000 
D000/W000000"9 


为 了 说 明 自 己 并 非 漫 无 目标 地 追求 定义 ， 勒 贝 格 证 明了 关于 他 的 新 
积分 的 若干 定理 。 我 们 将 考察 其 中 几 个 定理 ， 但 是 不 也 证 明 。 

定理 1 00/90001 0000000000000 /00 
nnnnnnunf'reoaengnannnnnunnununn 
这 个 结果 是 令 人 欣慰 的 ， 因 为 它 说 明 勒 贝 格 积分 保存 了 黎 曼 积分 的 
精华 。 
定理 2 00 /oOOtw an00000000oooo0000 
0 0 存在 [0 

我 们 从 这 个 定理 看 出 勒 贝 格 思想 的 巨大 力量 ， 因 为 可 测 函 
的 函数 远 远 多 于 黎 曼 可 积 函数 〈 即 所 有 那些 几乎 处 处 连续 的 函数 ) 族 。 
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简 而 言 之 ， 勒 贝 格 可 积 的 函数 多 于 黎 曼 可 积 的 函数 。 定 理 1 和 定理 2 e 
明 ， 勒 贝 格 名 副 其 实地 扩充 了 过 去 的 理论 。 

例如 ， 我 们 已 经 知道 狄 利克 雷 函 数 do) 在 区 间 [0, 1] 上 是 有 界 的 和 可 
测 的 。 因 此 ， 尽 管事 实 上 积分 ,4(9) dr 在 黎 曼 的 理论 下 是 没有 意义 的 ， 


然而 作为 勒 贝 格 积分 却 是 存在 的 。 
更 为 可 取 之 处 在 于 ， 这 个 积分 值 是 很 容易 计算 的 。 我 们 从 值 域 的 任 
EX 021, «I, <1<…<1=1 着手。 根据 狄 利克 雷 函 数 的 性 质 ， 
,={x|0<4d(x)< 儿 }= 了 为 区 间 [0,1] 内 的 无 理 数 集合 
E, 2 [x|l,&d(x) <la} =Ø, k=1, 2, =, n-1 
E, -1x|d(x) 2-1] = QS XILO, IA WA ERARE 




































































对 于 这 个 随意 的 划分 ， 勒 贝 格 和 为 
Y an E,) 2 0-m(E,) - l- m(E) * Li mC(QE Ql mE,) 
-0-m(I)ol-m()- tL ,-m(2)*1:m(Q) 
-0-1-/-0--- t, 0+1.0=0 
正 是 由 于 对 于 任意 划分 这 个 勒 贝 格 和 为 零 ， 所 以 ， 所 有 这 样 的 极限 也 为 
零 。 也 就 是 说 ，[ ,daCOdr= 0。 

狄 利克 雷 函 数 是 处 处 不 连续 的 这 一 事实 ， 使 它 成 为 黎 曼 不 可 积 的 ， 
但 是 这 样 普遍 的 不 连续 性 对 于 勒 贝 格 积分 是 无 关 紧 要 的 。 这 种 结果 无 可 
争辩 地 说 明 数 学 上 取得 的 巨大 进展 。 

定理 3 00XOs000kn0oo00000o00o0o0000 
f=g W000 | rds f ecodx D 

这 个 定理 说 明 ， 改 变 一 个 可 测 函 数 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 的 值 ， 
对 于 它 的 勒 贝 格 积分 的 值 没 有 影响 。 对 于 黎 曼 积分 ， 如 果 改变 函数 在 有 
限 个 点 上 的 值 ， 不 会 改变 积分 值 ， 但 是 一 旦 胡乱 修改 无 穷 多 点 上 的 函数 
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值 ， 结 果 就 无 法 预料 了 。 相 形 之 下 ， 勒 贝 格 积分 具备 足够 的 抗 变 能 力 ， 
我 们 可 以 在 一 个 测度 为 零 的 无 穷 集合 上 改变 函数 值 而 不 影响 它 的 可 积 性 
和 积分 值 。 

为 了 考查 这 个 定理 的 作用 ， 我 们 重 温 区 间 [0, 1] 上 的 狄 利克 雷 
d(x) 和 直 尺 函数 R(x) ， 并 且 通 过 引进 在 [0, 1] 上 所 有 点 都 等 于 0 的 
gG) ， 组 成 一 个 三 位 一 体 的 函数 。 这 三 个 函数 d, Rug 自然 不 是 全 等 的 ， 
为 它们 在 单位 区 间 的 有 理 数 点 上 具有 不 同 的 值 。 但 是 从 测度 理论 的 观点 看 ， 
这 样 的 差别 是 微不足道 的 ， 因 为 m{x1409) 9 6) — mx Ra) = 02) 
=m(Q,) =0。 换 名 话说 ， 狄 利克 雷 函数 和 直 尺 函数 几乎 处 处 等 于 零 。 由 
定理 3 推出 | dode = | ,RCDdr= | gsCOdr= ,0.dr=0 ， 这 正 是 我 们 


过 去 见 过 的 结果 。 
在 勒 贝 格 的 论文 中 还 有 另外 一 个 重要 定理 ， 那 就 是 我 们 现在 所 说 的 
有 界 收敛 定理 。07 他 在 非常 弱 的 条 件 下 ， 证 明了 这 个 允许 进行 极限 与 积 
分 的 交换 的 定理 。 这 是 超越 黎 曼 理论 的 一 项 重大 进展 。 

定理 AD 勒 贝 格 有 界 收敛 定理 ] O00 {/}00 0 1a 00000 
00000000000 M>000000000 00 £e] re ^r D 0 
D xD |5ocj«s«münün /o-lnmr5onnnnnnngü 
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imf Aod A [Tim ioo Js 
利用 这 个 定理 我 们 可 以 提出 对 | dod 的 第 三 次 处 理 。 早 先 我 们 引 
进 了 区 间 [0, 1] 上 的 一 个 函数 序列 {6} ， 如 在 式 (1) 中 所 见 ， 对 于 这 个 
EF, imade). 显然， 对 于 所 有 x* 和 全 部 AOSI, BIA 
这 是 一 个 一 致 有 界 的 函数 族 ， 同 时 由 于 每 个 在 除 大 个 点 之 外 为 零 ， 可 
知 每 个 函数 是 可 测 的 并 且 ,G(x)dx = 0 。 根 据 勒 贝 格 有 界 收敛 定理 ， 我 
们 再 一 次 推出 
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f awa= f [timg ke 


= tim f ø Gods = f 0-dr =0 


Si les fonctions mesurables f,(x), bornées dans leur en- 
semble, c'est-à-dire quels que soient net x, ont une limite f(x), 
lintégrale de fí(x) tend vers celle de f(x). 


En effet, nous savons que f(x) est intégrable; évaluons 


b 
n [f(z) — far) de. 


Si l'on a toujours | /,(z)| « M et si f — f, est inférieure à e 
dans E,, f — fa, étant inférieure à la fonction égale à € dans E, et 
à M dans C(E,), a une intégrale au plus égale en module à 


£m(E4) -- M m[C(E,)]. 


Mais e est quelconque, et m[C(E,)] tend vers zéro avec > parce 


qu'il n'y a aucun point commun à tous les E,, donc 


J O 


tend vers zéro. La propriété est démontrée (!). 

















勒 贝 格 有 界 收敛 定理 的 证 明 (1904) 


时 代 铸就 一 个 人 的 最 后 成 就 。 我 们 回忆 一 下 ， 沃 尔 泰 拉 曾 经 发 现 一 
个 病态 函数 ， 它 具有 有 界 而 不 可 积 的 导数 。 在 沃 尔 泰 拉 时 代 ，“ 不 可 积 
的 ”自然 是 指 “ 不 是 黎 曼 可 积 的 ”。 

然而 , 采用 勒 贝 格 定义 的 殖 代 积分 ,这 个 函数 的 病态 特征 随 之 消失 。 
因为 倘若 是 具有 有 界 导数 的 可 微 函数 ,那么 勒 贝 格 积分 | FOA 必 


定 存 在 ， 这 正如 我 们 在 第 13 音 所 见 ，F' 是 属于 贝尔 0 类 或 贝尔 1 类 的 函 
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数 。 这 是 使 其 成 为 勒 贝 格 可 积 的 充分 条 件 。 

有 界 收敛 定理 更 值得 称道 之 处 还 在 于 ， 它 使 勒 贝 格 得 以 证 明 下 面 的 
zm, Um 

定理 5 0000 F000 H00000000000000 
FU DU [Food FO)- F()U 


xx 75 A CR ISORKITISE RUE ISIDI UU AE AS GE PE OSEE T VUE BAT , 
为 使 基本 定理 成 立 ， 对 导数 无 需 附 加 限制 条 件 ， 例 如 不 必要 求 导 数 是 连 
续 的 。 因 此 ， 在 一 定 的 意义 下 ， 勒 贝 格 把 微 积 分 中 的 这 个 处 在 中 心地 位 
的 结果 恢复 成 它 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 时代 那 种 “自然 的 ”形式 。 

在 行将 结束 之 际 ， 我 得 承认 ， 许 许多 多 的 技术 细 市 在 对 勒 贝 格 工作 
的 这 个 简短 介绍 中 无 法 顾及 。 对 他 的 思想 的 全 面 论述 需要 花费 大 量 的 时 
间 和 篇 幅 ， 那 样 自然 会 使 那些 来 自 他 的 博士 论文 的 思想 越发 令 人 惊叹 1 
毫 不 奇怪 ， 这 篇 学 位 论文 出 类 技 萃 ， 独 树 一 帜 。 

我 们 引用 勒 贝 格 一 则 最 终 的 评论 作为 结束 语 。 在 1904 年 那 本 重要 的 
专题 著作 的 序言 中 ， 勒 贝 格 承 认 他 的 那些 定理 把 我 们 从 “优美 的 ”函数 
之 邦 带 到 一 个 更 复杂 的 函数 王国 ， 而 为 了 解决 那些 简单 陈述 的 具有 历史 
意义 的 问题 ， 还 需要 在 这 片 王国 居住 下 来 。 他 写 道 :“ 这 是 为 了 解决 已 经 
提出 的 那些 问题 而 不 是 出 于 对 复杂 事物 的 偏爱 ， 我 在 书 中 引进 一 个 积 4 
定义 ， 这 个 定义 比 黎 曼 积分 的 定义 更 具有 普遍 性 ， 并 且 把 黎 曼 积分 作为 
一 个 特例 。” UH 

为 的 是 解决 历史 留 下 的 问题 而 不 是 为 了 使 生活 变 得 错综复杂 化 : 这 
是 享 利 * 勒 贝 格 在 他 研究 数学 的 旅程 中 所 奉行 的 金 科 玉 律 。 
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我 们 对 微 积分 陈列 室 的 参观 已 经 结束 了 。 

一 路 上 ， 我 们 欣赏 了 十 三 位 数学 家 在 创建 微 积分 的 历程 中 的 功绩 。 
可 以 把 他 们 按照 建树 分 为 三 个 独立 的 历史 阶段 ， 或 者 说 ， 依 据 他 们 过 于 
倾注 同类 问题 所 冒 的 风险 分 成 三 个 独立 的 学 派 。 

首先 出 现在 我 们 眼前 的 是 “早期 学 派 ”， 这 一 派 以 其 开拓 者 牛顿 、 莱 
布 尼 茨 以 及 他 们 的 直接 继承 者 伯 努 利 兄 弟 和 欧 拉 的 工作 为 特征 。 然 后 我 
们 来 到 可 以 称 之 为 “经 典 学 派 ”的 殿堂 ， 浏 览 了 专 为 柯 西 提供 的 大 厅 ， 
以 及 黎 曼 、 刘 维尔 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 展 室 ， 这 些 学 者 对 微 积 分 赋予 了 特 
别 的 数学 严格 性 。 最 后 ， 我 们 造访 了 康 托 尔 、 沃 尔 泰 拉 、 贝 尔 和 勒 贝 格 
的 “现代 学 派 ”, 他 们 把 经 典 学 派 的 精确 性 同 集合 论 的 大 胆 思 想 融 为 一 体 。 

显然 ， 在 参观 结束 时 呈现 在 我 们 面前 的 微 积分 和 它 开 初 是 不 同 的 。 
历经 数学 家 们 的 努力 ， 微 积分 中 的 曲线 已 经 变 成 函数 ， 儿 何方 法 已 经 提 
升 为 代数 方法 ， 直 觉 思 维 已 经 转化 到 冷静 的 逻辑 思维 。 最 终 发 展 成 一 门 
极端 复杂 和 极 具 挑战 性 的 学 科 ， 这 远 远 超出 它 的 创建 者 们 的 预料 。 

然而 ， 开 始 时 的 那些 中 心思 想 ， 依 然 是 结束 时 的 中 心思 想 。 在 以 往 
两 个 半 世 纪 的 岁月 里 ， 数 学 家 们 对 微 积分 这 门 学 科 作 了 改进 ， 当 我 们 翻 
开本 书 时 ， 就 能 目睹 学 者 们 之 间 持 续 不 断 的 交流 。 从 一 种 非常 实际 的 意 
义 上 说 ， 这 些 创 建 者 们 是 在 解决 一 些 相同 的 问题 ， 只 不 过 采用 日 益 复杂 
的 方法 而 已 。 例 如 ， 我 们 曾 见 牛顿 在 1669 年 把 二 项 式 扩 展 为 无 穷 级 数 ， 
而 柯 西 于 1828 年 对 这 样 的 级 数 提 供 收敛 判别 准则 。 我 们 曾 见 欧 拉 在 1755 
年 推算 基本 的 导数 ， 而 贝尔 于 1899 年 确定 导数 的 连续 性 性 质 。 同 样 ， 我 
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们 曾 见 莱 布 尼 茨 在 1691 年 应 用 他 的 变换 定理 求 面 积 ， 而 勒 贝 格 于 1904 
年 建立 他 的 绝妙 的 积分 理论 。 数 学 家 们 的 回应 之 声 从 一 个 时 代 响 彻 到 另 
一 个 时 代 ， 而 且 即 使 事态 有 了 改变 ， 微 积分 的 基本 问题 依然 如 故 。 

我 们 这 本 书 以 勒 贝 格 的 学 位 论文 结束 ， 但 是 不 能 就 此 推断 分 析 学 也 
在 那里 结束 。 相 反 ， 他 的 工作 使 这 门 学 科 恢复 元 气 ， 在 过 去 的 一 百年 间 
得 以 发 展 和 走向 成 熟 ， 并 且 时 至 今日 仍旧 是 数学 前 进 的 桥头 堡 。 微 积 # 
的 演进 以 及 在 这 个 过 程 中 新 诵 现 的 数学 大 师 们 必 将 属于 另 一 个 时 代 。 

像 在 序言 中 那样 ， 我 们 引用 20 世纪 杰出 的 数学 家 约翰 。 冯 “" 诺 伊 曼 
的 下 述评 论 作 为 本 书 结束 语 : 
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由 于 分 析 学 取得 如 我 们 所 见 的 那些 巨大 成 就 ， 冯 “ 诺 伊 曼 把 微 积 4 
视 为 严密 推理 的 缩影 。 他 在 评论 中 对 微 积 分 的 热烈 颂扬 得 到 本 书 诸多 结 
果 的 充分 支持 ， 并 将 成 为 定论 。 














(D John von Neumann, Collected Works, vol.1, Pergamon Press, 1961, p.3, 
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“ 微 积分 ”这 一 名 称 最 早出 现在 哪 本 书 中 ? 第 一 本 微 积分 教科 书 又 是 谁 人 所 写 ? 微 积 
分 究竟 是 谁 人 发 明 的 ? 著名 的 洛 必 达 法 则 居然 是 伯 努 利 的 研究 成 果 ? 谁 被 誉 为 “分 析 学 的 
化 身 ”? 谁 又 被 誉 为 “现代 分 析 学 之 父 ”? 哪些 数学 天 才 使 微 积分 的 创建 过 程 终于 画 上 完 
美的 句号 ? …… 本 书 将 带 你 一 一 探究 上 述 问题 。 

本 书 宛如 一 座 陈 列 室 ， 汇 聚 了 十 多 位 数学 大 师 的 杰作 ， 当 你 币 律 其 中 时 会 对 人 类 的 想象 力 
惊叹 不 已 ， 当 你 离 去 时 必然 满怀 对 天 才 们 的 钦佩 感激 之 情 。 作 者 同 读者 一 起 分 享 了 分 析 学 历史 
中 为 人 景仰 的 理论 成 果 。 书 中 的 每 一 个 结果 ， 从 牛顿 的 正弦 函数 的 推导 ， 到 伽 玛 函数 的 表示 ， 
再 到 贝尔 的 分 类 定理 ， 无 一 不 处 于 各 个 时 代 的 研究 前 沿 ， 至 今 还 内 烁 着 耀眼 夺目 的 光芒 。 

本 书 文风 典雅 ， 文 笔 优美 ， 兼 具 趣 味 性 和 学 术 性 。 对 于 中 学 生 乃 至 大 学 师 生 ， 都 是 极 
为 难得 的 课外 读物 。 


*3 William Dunham 世界 知名 的 数学 史 专家 ， 现 为 美国 穆 伦 堡 学 院 教 
授 。Dunham 教 授 著 述 颇 丰 ， 较 有 影响 的 著作 还 有 Jourmey Through Genius: 
The Great Theorems of Mathematics 和 The Mathematical Universe， 后 者 
被 美国 出 版 商 协 会 评 为 1994 年 的 最 佳 数学 书 (中 文 版 也 将 由 人 民 邮 电 出 版 
社 出 版 ) 。Dunham 还 分 别 于 1992 年 、1997 年 、2006 年 获得 美国 数学 协会 
颁发 的 George Polya 奖 、Trevor Evans 奖 和 Lester R. Ford 奖 。 
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图 灵 社 区 


电子 书 发 售 平台 


电子 出 版 的 时 代 已 经 来 临 ， 在 许多 出 版 界 同行 还 在 犹豫 往 德 的 时 候 ， 图 灵 
社区 已 经 采取 实际 行动 拥抱 这 个 出 版 业 巨 变 。 相 比 纸 质 书 ， 电 子 书 具 有 许 
多 明显 的 优势 。 它 不 仅 发 布 块 ， 更 新 容易 ， 而 且 尽 可 能 采用 了 彩色 图 片 (BP 
使 有 的 书 纸 质 版 是 黑白 印刷 的 ) 。 读 者 还 可 以 方便 地 进行 搜索 、 剪 贴 、 复 
制 和 打印 。 


图 灵 社 区 进一步 把 传统 出 版 流程 与 电子 出 版 业务 紧密 结合 ， 目 前 已 实现 作 
译 者 网 上 交 稿 、 编 辑 网 上 审 稿 、 按 章 发 布 的 电子 出 版 模式 。 这 种 新 的 出 版 
模式 ， 我 们 称 之 为 “敏捷 出 版 ”， 它 可 以 让 读者 以 较 快 的 速度 了 解 到 国外 
最 新 技术 图 书 的 内 容 ， 弥 补 以 往 翻译 版 技术 书 “ 出 版 即 过 时 ”的 缺憾 。 同 
时 ， 敏 捷 出 版 使 得 作 、 译 、 编 、 读 的 交流 更 为 方便 ， 可 以 提前 消灭 书稿 中 
的 错误 ， 最 大 程度 地 保证 图 书 出 版 的 质量 。 


开放 出 版 平台 


图 灵 社区 向 读者 开放 在 线 写作 功能 ， 协 助 你 实现 自 出 版 的 梦想 。 你 可 以 联 
合 二 三 好 友 共 同 创作 一 部 技术 参考 书 ， 以 免费 或 收费 的 形式 提供 给 读者 ， 
这 极 大 地 降低 了 出 版 的 门槛 。 成 熟 的 书稿 ， 有 机 会 入 选 出 版 计划 ， 同 时 出 
版 纸 质 书 。 


图 灵 社区 引进 出 版 的 外 文 图 书 ， 都 将 在 立项 后 马上 在 社区 公布 。 如 果 有 意 
翻译 哪 本 图 书 ， 欢 迎 来 社区 申请 。 只 要 通过 试 译 的 考验 ， 即 可 签约 成 为 图 
灵 的 译 者 。 当 然 ， 要 想 成 功 地 完成 一 本 书 的 翻译 工作 ， 是 需要 有 坚强 的 毅 
力 的 。 


LL ~ 
读者 交流 平台 


在 图 灵 社 区 ， 读 者 可 以 十 分 方便 地 写作 文章 、 提 交 勘 误 、 发 表 评 论 ， 以 各 
种 方式 与 作 译 者 、 编 辑 人 员 和 其 他 读者 进行 交流 互动 。 提 交 勘 误 还 能 够 获 
赠 社区 银子 。 欢 迎 大 家 积极 参与 社区 开展 的 访谈 、 审 读 、 评 选 等 多 种 活动 ， 
赢 取 银子 ， 可 以 换 书 哦 ! 





